LINEARNI ALGEBRA

RNDr. Marie Hojdarova, CSc.

Urceno pro studenty PS a Al

Jihlava, fijen 2012



ISBN 978 — 80 — 87035 — 65 -8



Uvod do studia predmétu Zaklady linearni algebry

Mili studenti!

Linedrni algebra, kterou budete nyni studovat, je ponékud , mladsi” partie
matematiky nez diferencidlni pocet. Vznikla pfiblizné v 18. stoleti z potreby
fesit soustavy linearnich rovnic. Od té doby prosla znaénym rozvojem a dnes
ma pouziti v mnoha oborech a hlavné v matematicko-ekonomické praxi spolu
s moderni pocitacovou technikou.

Matice, o kterych budeme mluvit nejdfive, jsou uzite¢nym prostfedkem

k prehlednému zaznamendvani udajl tykajicich se vyroby, spotieby a dalSich
dllezitych informaci. V soucasnosti se ukladaji do paméti pocitacl velké matice
a vytvareji tak zvané banky dat, které jsou pak pripraveny pro dalsi uziti.

Dale se seznamite s nékterymi algoritmy pro feSeni soustav linedrnich rovnic o
libovolném konecném poctu neznamych, coz je ucinny nastroj pro reseni uloh
napt. linearniho programovani.

Potom budete studovat vlastnosti vektorovych prostora, specidlné linedrniho
aritmetického vektorového prostoru, naucite se pracovat s vektory, a nakonec
si povSimnete souvislosti geometrie a algebry pfi studiu linedrnich utvard v n-
rozmérném Euklidovském prostoru, jako je napf. pfimka, rovina a nadrovina.

Ptiklady k tomuto kurzu naleznete ve zvlastni internetové aplikaci ,Linedrni
algebra - priklady”, ktera je téz pro vas dostupna.

Pteji vdm mnoho Uspéchl ve studiu predmétu a uvitam jakékoli vase divodné
pripominky, které by vedly k vylepSeni tohoto studijniho materialu.

RNDr Marie Hojdarova, CSc — garant pfredmétu

Jihlava, fijen 2012
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1. kapitola

Matice a maticové rovnice

1.1. Typy matic

Tabulka Cisel o m fadcich a n sloupcich tvaru

a1 A1n

A= : : se nazyva matice typu (m,n).
Am1 " Amn

Cisla a;; se nazyvaji prvky matice a radkovy index i znamena radek, sloupcovy

index j znamena sloupec, ve kterém prvek lezi. Pokud a;; € R hovofime o

realné matici.

Prvky, které maji dva stejné indexy tvofi hlavni diagonalu matice a nazyvaji se
diagonalni prvky.

Pokud m =n je matice ¢tvercova, pokud m # n je matice obdélnikova.
Rikdme, Ze matice o m fadcich a n sloupcich je typu (m,n). Matice obvykle
znacCime velkymi pismeny a jeji prvky pak malymi pismeny.

Tak napf.

B = (; _71 ) je Etvercova matice typu (2,2), a toto vyjadfujeme krat3im

zpUsobem — ¢tvercovd matice je fadu 2.

(0 8 7\. il s .
C= (4 _3 2) je obdélnikova matice typu (2,3).

PovSimnéme si nékterych specialnich matic:

0 0
Nulova matice je matice sloZzena ze samych nul. Napf. matice N = (0 0)
0 0

je obdélnikova nulova matice typu (3,2).

Jednotkova matice je ¢tvercova matice, ktera ma v hlavni diagonale jednicky a
na ostatnich mistech nuly. Znaci se obvykle E nebo I. (My ji budeme znacit E).



Napr.

E

1 0 1 0 O
(0 1) je jednotkovd maticerddu2, E= (0 1 O] jefadu3.
0 0 1

Opacna matice -A k puvodni matici A je stejného typu a ma vSechny prvky
s opacnymi znaménky nez matice A.

1 0 -2

TedykmaticiA=(4 _6 7 10 2).

)je opacnd matice -A = (_4 6 —7

Transponovana matice A" k matici A je matice, u které pideme radky matice A
do sloupcu. Je-li tedy plvodni matice typu (m,n), je transponovana matice typu

(n,m).
1 4
A=(1 2 3) jetypu (2,3), AT=[2 5] jetypu(3,2).
4 5 6 e

Diagonalni matice je matice, jejiz vSechny nediagonalni prvky jsou nulové a
alespon jeden diagonalni prvek je od nuly rzny.

1 0 0 O
Napf. A={0 2 0 0 |jediagonalni matice typu (3,4).
0 0 2 0

Skalarni matice je diagondlni matice, kterd ma v hlavni diagonale stejné realné
Cislo .

3 00

Napr. C= (0 3 O) je skalarni matice radu 3, a zfejmé pro tuto matici plati,
0 0 3

zeC=3.E



Symetricka matice S je takova matice, pro kterou plati s; = s;; , to znamena, Ze
je Ctvercova a symetricka podle své hlavni diagonaly.

1 3 5

Napf. S= (3 2 8) je symetricka matice radu 3. Samoziejmé, Ze vSechny
5 8 0

jednotkové matice a nulové ctvercové matice a skalarni ¢tvercové matice jsou

symetrické.

Horni a dolni trojuhelnikova matice jsou takové ctvercové matice, kde
diagonalni prvky jsou rdzné od nuly a pro horni trojuhelnikovou matici jsou
vsechny prvky lezici pod hlavni diagonalou nulové, u dolni trojihelnikové
matice jsou vSechny prvky nad hlavni diagonalou nulové.

1 2 0
Tak napr. matice A = (O 6 5) je horni trojuhelnikova matice fadu 3 a
0O 0 7

Matice B = (é 2) ie dolni trojhelnikova Fadu 2.

1.2. Operace s maticemi

Dvé matice jsou si rovny, jsou-li stejného typu, a maji-li na odpovidajicich si
mistech stejné prvky.

Matice nasobime realnym cislem tak, ze ndasobime vSechny jejich prvky timto
Cislem. Nasobime-li nulou, dostavame tedy nulovou matici téhoz typu jako
matice pavodni.

5 10).

Napf. méjme matici A = (1 2)- Je potom 5.A= (15 20

3 4

Matice stejného typu mizeme scitat tak, Ze se¢teme vzdy stejnolehlé prvky,

tedy prvky se stejnou dvojici index(. Tedy napf.
etia=(0 > 7h, e=(} 27

5 4 _3 4 T 6),potomjesou(”:etA+B=(é > 6).

9 3



Rozdil matic A — B provedeme tak, Ze k matici A pri¢teme opacnou matici —=B .
Tedy pro nase dvé matice A a B bude

A—B=(_1 > _8).

-2 -1 -9

Pro scitani matic plati komutativni zakon A+ B =B + A jako pro scitani
realnych Cisel, tézZ plati asociativni zakon (A+B)+ C = A+ (B+C) ,adale

plati distributivni zakon pro nasobeni realnym Cislem, tedy mame-li matice

A a B a redlné Cislo x, pak je x .(A+B) = x.A + x.B

Nasobeni matic lze provadét jen s takovymi maticemi, kde leva matice ma
stejny pocet sloupcll jako ma prava matice fadk(. Tedy mame-li matici A typu
(m,n) a matici B typu (r,s), je soucin matic A.B definovan pro n=r, a soucin
matic B.A je definovan pro s =m. Ztoho jiz je vidét, Ze ndsobeni matic neni
obecné komutativni, nékdy lze matice nasobit jen v jednom poradi a v opacném
nikoliv, a pokud lze provést oboji nasobeni, vysledné matice si nemusi byt
rovny, dokonce ani nemusi byt stejného typu. Nasobeni se pak provadi tak, ze
skalarné nasobime i-ty radek levé matice se vsemi sloupci, a tim dostavame i-ty
radek vysledné matice. Obecné Ize toto zapsat pro matice A(m,n) a B(n,s) a
prvky c; vysledné matice C = A.B takto:

Ci = D=1 Qik agj,kdei=1,..,m a j=1,.,s .Vysledna matice je pak typu
(m,s).
Méjme tedy dvé matice

1 2 3 24 . . . .
A= ( ) , B=|3 —1|. Matice A je typu (2,3) a matice B je typu (3,2).
6 0

Soucin C=A.B lze provést (pocet sloupcli matice A je tfi, a pocet radk( matice
B je také tri). Vysledna matice je pak typu (2,2) - a je



c_(1.2+2.3+3.6 1.4+2.(—1)+3.0)_(26 2)
- 59 11/°

42+4+53+66 44+5(-1)+60/
Soucin D = B.A lze tézZ provést (styény rozmér je 2), a vysledna matice D
bude typu (3,3).

D=<§ —ﬁ).(}} g 2)=

6 0

21+44 22+45 23+46 18 24 30
= (3.1 —14 32-15 33- 1.6) = (—1 1 3 )
6.1+04 62+05 63+0.6 6 12 18

Ctvercové matice tého? fadu Ize samoziejmé nasobit v obojim poradi, ale
vysledné matice mohou byt rtizné, dokonce souc¢inem dvou nenulovych matic
muzZe byt i nulovd matice (tato posledni vlastnost nikdy neplati pfi nasobeni
realnych Cisel).

Napf¥. pro matice A=(_§ _f) a B=(_; _%) je A.B =(8 8) a

B.A = (_8 _4).

16 8

Je-li jedna ze dvou matic jednotkova nebo skalarni, je ndsobeni matic
komutativni (presvédcte se sami).

Pro nasobeni matic plati distributivni zakon, a tedy je
A.B+C)=AB+AC , (B+C)A=BA+CA ,

a téz zakon asociativni, atedyje A.(B.C)=(A.B).C

Mocnina matice se zavadi pouze pro prirozeny exponent, a to tak, ze
A’=A.A, A’=AAA ,atd.

Déleni matic neni definovano.



1.3. Hodnost matice

KaZzdou matici Ize pFevést na tak zvany Gausstv tvar. Rikdme, e matice A je
v Gaussove tvaru, jestlize plati:

a) je-li a, prvni nenulovy prvek p-tého fadku a as prvni nenulovy prvek s-tého
radku, a je-li p<s, pak je r<t.

b) kazdy nenulovy fadek matice A ma nizsi fadkovy index nez kterykoli nulovy
radek této matice.

1 2 -1 1
Tak napf. matice B = (0 0 0 0) neni v Gaussove tvaru, ponévadz neni
0 3 4 1
splnéna podminka b).
0O 1 1 1
Matice€C={2 1 1 1] téZneniv Gauussove tvaru, jelikoz neni splnéna
0O 0 0 O

podminka a). Prvni nenulovy prvek prvniho fadku (p=1) ma sloupcovy index
r=2. Prvni nenulovy prvek 2.radku (s=2) ma sloupcovy index t=1. Plati, Ze p<s,
aleneni r<t. .

Matice A, Ay, Az jsou v Gaussove tvaru:

1 3 0 2 3 4 5 3 01 1 1
A, = (0 4 1) A; = (0 0 1 2 —2) A; = (0 0 0 1) :
0 0 5 0 0 0 1 1 0 0 0 O

Vsimnéme si, Ze horni trojuhelnikova matice definovana v paragrafu 1.1. je
specidlnim pfipadem matice v Gaussové tvaru. Gaussuv tvar existuje pro
kazdou matici, ktera neni nulova.

Hodnost matice A — znacime h(A) - je pocet nenulovych radka v matici
upravené na GaussUv tvar. Abychom mohli hodnost matice urcit, musime
libovolnou matici umét na Gauss(yv tvar prevést. Toto se provadi elementarnimi
Upravami matice.

Elementarni Gpravy matice jsou nasledujici Upravy:
a) vzajemna vyména dvou radkd nebo sloupcu

-8-



b) nasobeni fadku nebo sloupce ¢islem rliznym od nuly

c) pricteni k-nasobku j-tého radku ( resp. sloupce) k i-tému radku(resp. sloupci).

My se omezime pro jednoduchost pouze na Upravy s radky.

Uvedené elementarni Upravy neméni typ plvodni matice a matice, které jejich
uzitim ziskavame, nazyvame ekvivalentni matice s plvodni matici. Pfechod od
jedné ke druhé znacime vinovkou. Postupnym uzitim elementdrnich Uprav
ziskdme po konecném poctu krokd matici v Gaussové tvaru.

3 4 6
Priklad: Prevedme matici A =(1 3 7) na Gaussuv tvar.
4 1 O

Redeni: Nejprve pouZijeme Gpravu a) a vyménime vzdjemné Fadek druhy a
prvni, abychom dostali jednicku do horniho levého rohu. To se ukazuje vyhodné

1 3 7
pro nulovani sloupce pod touto jedni¢kou. Dostavame matici (3 4 6) .

4 1 0
Nyni potfebujeme ziskat nuly v prvnim sloupci pod jednickou.

Pouzijeme Upravy b) a c). Vyndsobime nejprve 1.radek ¢islem (-3), a pak ho
pricteme k druhému radku. Poté vynasobime opét 1.radek Cislem (-4) a
pricteme ho ke tretimu sloupci. Ziskali jsme

1 3 7 1 3 7
3 4 6|~|0 =5 —15].NyniuzZnelze pracovat s prvnim radkem. Ve
4 1 0 0 —-11 -28

druhém kroku (ziskani nul ve druhém sloupci) pouzijeme druhy radek. Tam ale
bohuzel nemame jednicku, ale Cislo (-5). Musime tedy pro ziskani nuly pod

touto minus pétkou provést nasobeni druhého radku ¢islem (-11) a tfetiho
radku cCislem 5, a pak radky secist. Dostavame

1 3 7 1 3 7
(0 -5 —15) ~ (0 -5 - 15). Tato matice jiz je v Gaussové tvaru.
0 —-11 -28 0 0 25



Posloupnost elementarnich Uprav, které zvolime k prevedeni matice do
Gaussova tvaru, neni uréena jednoznacné. Pokud zvolime jiné elementarni
Upravy, mGzeme dostat vyslednou matici v Gaussoveé tvaru s jinymi prvky.
Vsechny takto ziskané matice budou mit ale jedno spolec¢né, a to pocet
nenulovych radkd, coz je hodnost matice.

Hodnot nasi matice A je rovna tfrem. ZapiSeme h(A) = 3.

Pro hodnost matice zfejmé vidy plati, Ze je mensi nebo rovna minimu z poctu
radka a sloupctl, tedy h(A) < min(m,n) .

Pro kazdou matici téZ zfejmé plati, ze h(A) = h(A") . Vznikne-li totiz radkovymi
Upravami z matice A matice G, ktera je v Gaussové tvaru, vznikne z matice AT
tymiz elementarnimi Gpravami se sloupci matice G', ktera je té? v Gaussové
tvaru. Jeliko? je h(G) = h(G"), je téz h(A) = h(G) = h(G') = h(A").

1.4. Inverzni matice
V tomto odstavci budeme hovofit pouze o ¢tvercovych maticich.

Rikdme, Ze Etvercovd matice fadu n je reguldrni, jestlize h(A) = n, a je
singularni, jestlize h(A) < n.

Pro matice reguldrni zavadime inverzni matici A™, pro kterou plati
-1 -1 ve v . v 7 ’ . . s ’
ALA"=A".A= E . PovSimnéme si, Ze ndsobeni matice A a matice k ni inverzni

A je komutativni. Rovné? tak je pro ¢tvercové matice komutativni nasobeni
nulovou, jednotkovou a skalarni matici.

Ukazme si, Ze ke kazdé regularni matici A existuje pravé jedna inverzni matice
A*. Predpokladejme, Ze existuji dvé riizné inverzni matice A; >, A, . Potom je
A =ALE=A (AAY = (ALA) A =EA =AY, coije spor

s predpokladem, zZe At=AT

Vypocet inverzni matice pfimo z definice byva velice zdlouhavy a vede k feseni
soustav rovnic. Existuji ale i dalsi zplUsoby, jak inverzni matici nalézt. Jednim
z nich je vypocet inverzni matice pomoci elementarnich uprav.

-10 -



Nejprve je tfeba si uvédomit, Ze kazda elementarni Uprava Ctvercové matice A
je ekvivalentni s ndsobenim matice A specidlni regularni matici B z levé strany.
Matici B ziskdme tak, Ze provedeme v jednotkové matici E tutéz elementarni
Upravu, kterou chceme dosahnout u matice A.

a1
az1
pricist ho ke 2.radku, lze této Upravy dosahnout téz tak, Zze v jednotkové matici

a
Chceme-li napt. v matici A =( a;z) vynasobit 1.rddek konstantou k a

E-= ((1) (1)) vynasobime 1.fadek konstantou k a pricteme ho ke 2.radku.
0

., o 1
Dostavame tak matic B=(
Y 9=k 1

1 0) (‘111 a12) _ ( a1 a2
k 1/\Gz1 Qap; K.a;; +a;; Koagp+ap,

), a touto matici B vynasobime zleva matici A.

JeB.A= ( ), coz je skutecné

plvodni matice A po Zadané elementdrni Upravé.

Libovolnou regularni matici A miZzeme konec¢nym poctem elementdrnich Uprav
prevést na jednotkovou matici E. To znamena, Ze existuje posloupnost matic,
kterymi nasobime postupné matici A zleva a vysledkem je matice E. Oznaéme
tuto posloupnost matic (je to vlastné soucin matic, které predstavuji jednotlivé
elementarni Upravy) pismenem B. Je pak B.A =E. Provedeme-li tytéz Upravy na
matici jednotkovou, dostavame matici B, jelikozZ je B.E = B. Ze vztahu B.A=E
ovéem vyplyva, 7e B =A™, a B je tedy matice inverzni k matici A.

Proto provadime vypocet inverzni matice A™* takto:

NapiSeme si za sebe matici A a jednotkovou matici téhoz radu. Ziskdme
obdélnikovou matici tvaru (A|E). Na tuto matici provadime elementarni Gpravy
tak, aby vlevo od svislé ¢ary vznikla jednotkova matice E. Vpravo potom
dostavame inverzni matici A™ .

Priklad: Najdéme inverzni matici k matici A =(; 151) .

1 5|10

> 1110 1) a vlevo vytvafime postupné

Redeni: Sestrojime si matici (

jednotkovou matici. Nejprve opiSme 1.fadek, prvni radek pak vynasobme
Cislem (-2) a se¢téme s 2.fddkem. Dostadvame matici

-11-



((1) 51 _é (1)) . Nyni upravime druhy sloupec této matice na sloupec

jednotkové matice. Jedni¢ku na urceném misté jiz mame, tedy 2.radek
opiSeme beze zmény. Nulu nad jedni¢kou ziskdme tak, Ze 2.raddek vynasobime

Cislem (-5) a se¢teme hos 1.radkem. Dostavame
(1 0111 -5

0 11-2 1
matice, je vpravo od svislé ¢ary matice inverzni k matici A.

) . Ponévadz vlevo od svislé ¢ary se jiz nachazi jednotkova

Provedme zkousku: Jestli jsme pocitali sprdvné, musi platit

1 5 11 -5\ _ . oy v x
(2 11) . (_2 1) = E . Tato rovnost skutecné plati (presvédcte se

sami).

Jetedy At = (11 _5) .

—2 1

To misto, kde ma byt ve vytvarené jednotkové matici jednicka, nazyvame
klicové misto, prvek, ktery je na tomto misté, je klicovy prvek. Je tedy nutné
v kazdém sloupci nejprve prevést klicovy prvek na jednicku a potom vSechny
ostatni prvky téhoz sloupce anulovat.

Pokud by matice A nebyla reguldrni, vynuluje se nam pfi elementarnich
Upravach néjaky radek, a matici A™* neni mozno vytvorit.

1.5. Maticové rovnice

Maticové rovnice, jsou takové rovnice, jejichz levé i pravé strany jsou matice
nebo algebraické vyrazy obsahujici matice. Resit maticovou rovnici znamend
najit bud vSechny prvky neznamé matice X, nebo pripadné pouze nékteré
neznamé prvky matice X tak, aby vznikla identita.

. : " - 2 1 4 5 :
Mame-li na pfiklad rovnici A+X=B kde A= 3 o) B= 70 a Xje
neznama matice, vypocteme si nejprve obecng, ze X=B—-A, a potom
provedeme prisluSnou maticovou operaci.

JeB-A= (2 4), neboli matice X = (2 4) .

4 0 4 0

-12 -



x 1
Nebo méjme rovnici X* = X, kde matice X = (0 y). Zname tedy jeji dva prvky

a dva jsou neznamé.
Spoditame si nejprve X? neboli X.X

2
(56 ) ) e

2 + 1
(JE) xy2y> = (g y) . Odtud mame t¥i rovnice: x*=x, y2 =y, x+y=1.

Této soustave vyhovuji dvé dvojice Cisel,atobud'x=0,y=1 nebox=1,y=0.

Existuji tedy dvé matice X; a X, , které vyhovuji dané maticové rovnici.

1 1 0 1
X =( ) aX =( )
"\ 0 27\ 1
PovSimnéme si nyni rovnic, které obsahuji nasobeni neznamé matice danou

matici.

Méjme rovnici tvaru A.X =B . Vzhledem k tomu, zZe déleni matic neni
definovano, musime odstranit matici A z levé strany jinym zplsobem.
Vynasobme maticovou rovnici inverzni matici A™* zleva.

Dostaneme A*.AX=A".B

Vime, 72e A*.A =E, tedyje EX=A"B , nebolije X=A"B .(Nasobeni
jednotkovou matici at zleva nebo zprava totiZz nasobenou matici neméni,
jednotkova matice se chova jako jednicka v oboru realnych cisel).

Kdybychom vynasobili rovnici matici A zprava, nedostaly by se matice A a A™
vedle sebe a matici X bychom neziskali. Musime tedy rozliSovat, zda mame
nasobit zprava nebo zleva, jelikoz ndsobeni matic neni komutativni.

Tak napf. rovnici X.A = B musime nasobit matici A zprava a dostavame, 7e
X=B.A"

Rovnici A.X.B =C musime nasobit matici A™ zleva a matici B™ zprava.
Dostaneme A™.A.X.B.B*=A'.C.B?, co’je EX.E=ALC.B",tedyje

Xx=A'cB! .

-13 -



PFiklad: Re§me maticovou rovnici X.(A—=B).C=D ,kde A= (2 1) )

13
o=(1 ¢) ¢ (o 3.0 g) -

Reseni: Nejprve musime nasobit matici C* zprava a dostaneme X.(A-B) = D.C™

a dale je tfeba nasobit matici (A — B)* opét zprava a dostavame

—2 —6)

X=D.C*. (A-B)" . Toto provedeme s danymi maticemi. Je A—B = ( 0 —3

1. -1_1 3 =2 _ -1_1 -3 6 vie . .
Dale je C —3(0 1) a (A-B) —6( 0 _2) (spocitejte sami)

5 6).(3 -2

A je tedy pak X=i( 0 1

18\7 8
matic v zapsaném poradi

) : (_(5)) _2) . Postupnym nasobenim

, 1
dostavame X = E(

—45 98)
—63 138/ °
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Kapitola 2

DETERMINANTY A JEJICH VLASTNOSTI

1.1. Pojem determinantu

Ke kazdé realné Ctvercové matici A je urCitym predpisem pfifazeno realné Cislo,
které se nazyva determinant prislusny k matici A a znadi se det A.
Vysvétlime si, jak se zavadi.

Méjme mnozinu m= {1,2,3,...,n} . Prosté zobrazeni mnoziny m na sebe
sama se nazyva permutace mnoziny m. Kazda permutace priradi prvku i prvek j;

pfiiemz iEm atézjEm

Napf. pro mnozinu m = {1,2,3} dostavame permutace {1,2,3} — coije
zakladni permutace ,

a dalsi permutace jsou {1,3,2}, {2,3,1}, {2,1,3}, {3,1,2}, {3,2,1} .

Pocet permutaci P(n) je roven n!

Rikdme dale, ze dvojice prvk( permutace j;, ji tvofi inverzi, je-li i < k a pfitom
je ji>jx . Permutace je suda, obsahuje-li sudy pocet inverzi a je licha,
obsahuje-li lichy pocet inverzi.

Determinant det A prislusny ke ¢tvercové matici A fadu n definujeme jako
realné Cislo, které je rovno souctu soucinu typu a,; ayj, ... @y kde
znaménko pred soucinem je plus, je-li permutace sloupcovych indexd suda a
minus, je-li tato permutace licha.

Tedy zapisSeme det A = ),(— 1)’a1j1. . . Qgj ~presvsechny permutace

sloupcovych index(, kde / je pocet inverzi v permutaci.

Pro n = 1 je matice fadu jedna, tedy jedno ¢islo, A= [a,;], nelze permutovat a
determinant det A=ay;

ai1 Aaqp

) a mame jednu permutaci sudou
dz1 Az2

Pron =2 je maticetvaru A= (
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{1,2} ajednu permutacilichou {2,1}.detA = a,,a,, — a,,a,,; .Totolze
snadno pocitat tak zvanym krizovym pravidlem, které spociva v tom, Ze
vyndasobime prvky v hlavni diagondle a odecteme soucin prvk( v tak zvané
vedlejsi diagonale.

Determinant se na rozdil od matice zapisuje mezi dvé svislé ¢ary.
. |13 4] a1
Tak nap. |4 8| - 38-44=24-16=8

a;; Q12 dg3
Pro n =3 je matice tvaru A= <a21 az; azg) a pocet moznych permutaci je
az1 0dzz 04zs
6, jak jsme jiz vySe zjistili. Tfi z nich jsou sudé a tfi z nich liché.
Sudé jsou permutace {1, 2, 3}, {2,3,1} a {3,1, 2}, pficemz prvni obsahuje
0 inverzi, druha obsahuje dvé inverze a treti obsahuje téz dvé inverze.

Liché jsou permutace {1, 3,2}, {2,1,3} a {3,2,1}. Prvni a druha obsahuji 1
inverzi a tfeti obsahuje 3 inverze.

det A=a;,a,,033 + A1,053031 + Q1303103 - A1071033- A1102303; - Q1307031

coz lze realizovat tak zvanym Sarrusovym pravidlem tak, Ze nasobime nejprve
prvky hlavni diagonaly a pak se posouvame rovnobézné doprava, kde si
pomocné pripiSeme 1.a 2.sloupec. Az dojdeme na konec, zacheme nasobit
podobné z pravého horniho rohu a opét se posouvdme rovnobézné, ale doleva.
K soucinim vytvorfenym zprava pridavame znaménko minus.

1 2 4
3 0 5(.
6 1 -2

Tedy napf. méjme determinant det A =

Pridame si k determinantu dva pomocné sloupce, prvni a druhy, a dostdvame
1 2 411 2

3 0 5/3 0 anasobime diagonalné z levého horniho rohu a posouvame
6 1 -216 1

se rovnobéiné. Je tedy 1.0.(-2) +2.5.6 +4.3.1 . Pokracujeme z pravého

horniho rohu diagonalné, posouvame se a Cleny maji znaménko minus. Je tedy
-2.3.(-2) - 1.5.1 - 4.0.6 . Nyni vSe se¢teme a dostadvame 0 + 60 + 12 +12-5—0
coz se rovna 79. Je tedy det A = 79.
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1 0 2
Dalsi priklad provedme rychleji. Mame spocitatdetB= |1 1 1].
3 2 0
1 0 2|1 O
NapiSemesi [1 1 1|1 1 apocitame1.1.0+0.1.3+2.1.2-0.1.0-1.1.2
3 2 013 2

-213=0+0+4-0-2-6 =-4 . detB =-4

2.2. Zakladni vlastnosti determinantu

Vsechny vlastnosti determinantu Ize dokazat pomoci prace s permutacemi a
jejich inverzemi. My si je zde pouze uvedeme.

1) det A = detA'

2) Ma-li matice A jeden fadek nebo sloupec (zkracené hovotrime o fadé, coz
mUZe byt bud fadek nebo sloupec) slozeny ze samych nul, pak je

detA=0.

3) Nahradime-li v matici A jednu fadu jejim c-nasobkem, dostaneme matici B,
pro kterou plati det B =c. det A . Tedy pfi nasobeni determinantu redlnym
Cislem se ndsobi pouze jedna fada determinantu, a ne vSechny prvky jako u
matice.

Jako priklad si vezméme det B, ktery je uveden vyse a je roven Ctyfem.
Vezmeme-li det C takovy, Ze 1.radek determinantu B nasobime péti a ostatni

5 0 10
ponechame beze zmény, jedetC =1 1 1 |, atentodeterminant po
3 2 0

spocteni Sarrusovym pravidlem vychazi -20 (presvédcte se sami).
Je tedy skutecné det C = 5.detB

4) Zaménime-li v determinantu spolu dvé rovnobézné rady, zméni determinant
znaménko.

5) Ma-li determinant dvé rovnobéziné rfady stejné, je roven nule.
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6) Je-li v determinantu jedna fada nasobkem jiné rovnobézné rady, je
determinant roven nule.

7) Determinant horni nebo dolni trojuhelnikové matice je roven soucinu prvk(
hlavni diagonaly (specidlné det E = 1)

8) Pricteme-li v determinantu k jedné radé c-nasobek jiné rovnobéziné rady,
hodnota determinantu se nezméni.

9) Determinant reguldrni matice je rdzny od nuly, determinant singularni
matice je roven nule.

10) det (A.B) = det A .detB

2.3. Subdeterminant, algebraicky doplnék determinantu

Subdeterminant determinantu n-tého fadu je determinant radu nizsiho nez n,
ktery dostaneme z plivodniho determinantu vynechanim stejného poctu
svislych a vodorovnych rad.

1 2 3
Napf.prodetA =(4 5 6|, ktery je sdm 3.fadu, mGZeme nalézt 9
7 8 9

subdeterminantd 1.fadu (cozZ jsou jednotlivé prvky determinantu) a 9

subdeterminantd 2.fadu, z nichz pro ptiklad uvedme dva: |; g| , kde jsme

vynechali 2.fadek a 2.sloupec, a |; §| , kde jsme vynechali 2.fadek a

3.sloupec.

Algebraicky doplnék A; k prvku a; v determinantu n-tého radu je
subdeterminant ( n-1) —ho radu, ziskany tak, ze z plvodniho determinantu
vynechdme i-ty fadek a j-ty sloupec a cely subdeterminant ndsobime

Eislem (-1)™

Tedy napf. pro prvek a;; vySe uvedeného det A, tedy pro jednicku v levém
hornim rohu, je algebraicky doplnék

Ay = ('1)1+1

56 -|5 f
g 9l "lg 9l
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Pro libovolny determinant plati

det A=a;A; + apA;p + ... + a,,Ain , kde i je index libovolné zvoleného fadku,
coz znamen3, Ze prvky tohoto libovolné zvoleného radku nasobime jejich
algebraickymi doplnky a tyto souciny se¢teme. det A Ize tedy spocitat tak
zvanym rozvojem podle i-tého radku. Rozvoj lze téZ provést pomoci
libovolného sloupce, je tedy

det A =a;Ay + a3y +... + ayAy , kdejje libovolny vybrany sloupec.

Tato metoda se hodi pro vypocet determinant( vyssiho radu nez 3, protoze
tam jiZz nelze pouzit Sarrusovo pravidlo. Nicméné je mozné ji pouzit i na vypocet
determinantu radu 3.

Metoda je vhodna predevsim, obsahuje-li determinant vice nul v jedné radé.
Tuto fadu si pak vybereme, rozvadime podle ni, a tim se sniZi pocet doplnkd,
které musime pocitat.

1 01 0
.. y 0 1 0 1 NN . y
Méjme napf. detB = 10 0 1l° V kazdé radé mame nejvyse dvé nuly.
0 1 1 2

Vezmeme tedy jednu radu se dvéma nulami, vyberme napr. 1.radek, a
provedeme rozvoj. Dostaneme

1 0 1 01 1
1.(-1)" o o 1|+ 1.(-1)"|1 0 1| adalelze dopotitat bud
1 1 2 0 1 2

Sarrusovym pravidlem, nebo rozvadime znovu, pro 1.determinant vybereme na
rozvoj 2.sloupec a pro 2.determinant vybereme 1.sloupec.

1 1
0 1

1 1

1+1 3+2
Je 1. (-1)* (-1) 1 5

+ 1. (-1)"2 (-1 =-1+(-1) = -2

Jind moznost pro vypocet determinantu vyssiho fadu je vyuzit elementarnich
Uprav a vlastnosti determinant(l, prevést pfisluSnou matici na diagondlni tvar, a
pak je podle vlastnosti 7) determinant roven soucinu prvkud v hlavni diagondle.

V tomto pripadé je tfeba si skute¢né dobre uvédomit, které elementarni Upravy
neméni determinant a které ano.
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2.4. Vypocet inverzni matice pomoci determinanti

Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici Ize téz hledat metodou
adjungované matice G . Je to transponovana matice algebraickych doplnka.

a_ 1
"~ detd’

Najdéme inverzni matici k matici A = (g ;) .

detA =6-5 =1 . Agebraické doplriky jsou A;; =(-1)"1.3 = 3,
A =(-1)"%5=-5, An=(-1""1=-1, Ap =(-1)"%2 =2.

Tyto doplriky napiSeme transponované a dostaneme matici G.

G= ( 3 _1). Tuto matici vyndsobime Cislem ;, COZ je U nas 221,
-5 2 detA 1

Inverzni matice je tedy A™ = (_5; _;) :

Vsimnéte si, Ze u matice radu 2 kromé vypoctu determinantu vlastné jen
vymeénime prvky v hlavni diagonale a u druhych dvou prvk( zménime
znaménko. Vypocet je tedy velmi rychly.

U matice radu 3 je tfeba vypocitat jeden determinant 3.radu a 9 algebraickych
dopliikl — determinant( 2.radu. Nicméné u celodiselné matice nepocitame az
do konce se zlomky, coz se u vypoctu inverzni matice pomoci elementarnich
Uprav Casto nezdafri.
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Kapitola 3

Regeni soustav linearnich rovnic

1.1. Gaussova eliminacni metoda, Frobeniova véta

Soustavou linearnich rovnic rozumime m rovnic o n neznamych, kde m maze i
nemusi byt rovnon :

a11Xg +apXy + ... + a;X, = b

Ay1X1+a» Xy +... + ayX, = by

am1X1+am2X2 + “ee + aman = bm

X1, X2, -, Xy jSOU Nezname, by, b,, ..., b, jsou konstanty které vytvareji
sloupec pravych stran, matice koeficientl a; se nazyva matice soustavy , taz
matice rozSirena vpravo o jeden sloupec, a to sloupec pravych stran rovnic, se
nazyva rozsifena matice soustavy. Resit soustavu znamenad najit véechny n-tice
neznamych, které soustave vyhovuji — to znamena po dosazeni vytvareji
identitu vSech levych a pravych stran.

Tuto soustavu lze zapsat v maticovém tvaru AX = B, kde A je matice
soustavy, X je matice nezndmych typu (n, 1) a B je matice pravé strany typu
(m, 1).

Gaussova metoda pro feseni soustavy linearnich rovnic spociva v tom, ze
pracujeme s rozsifenou matici soustavy. Nejprve ji uvedeme na GaussUyv tvar —
to je pfimy chod Gaussovy metody. Po té vypocitdvame neznamé postupné od
konce, to je zpétny chod Gaussovy metody. Vse si ukazeme na prikladech.

Priklad: Reime soustavu Gaussovou metodou
X1 +2X%X, + X3 =8
X1+ Xy +2x3 =7

X1+ 3X; =7
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NapiSme si rozSifenou matici soustavy a upravme ji postupné na Gaussuv tvar

1 2 1|8 1 2 1] 8 1 2 1] 8
(—1 1 2 7) ~ (O 3 3 15) ~ (0 1 -1 —1) . Tim konci pfimy
1 3 017 0 1 -11-1 0 0 6118

chod metody. Nyni ze tretiho radku vypoéteme x3.lJe 6x3 = 18, tedy x; = 3.
Toto x3; dosadime do 2.fadku a vypoéteme z ného x, . je x, -3 =-1, atedy

X; = 2.Z prvniho faddku spocteme x;, po té co dosadime za x;a x,
Je x;+2.2 +3 =8, tedyje x; =1. Celé reSeni napiSeme prehledné ve tvaru

X =(1,2,3) aprovedeme zkougku tak, Ze trojici ¢isel dosadime do véech
rovnic a kontrolujeme, zda ndam vysla identita.

Znak transpozice piSeme za zavorkou proto, Ze feSeni nam vyslo ve sloupci, bylo
tedy typu (3,1), a my ho zapisujeme v fadku, tedy transponované.

P¥iklad: Re$me soustavu

X1 + 2X; - X3 =6

X1 - Xp + X3 =2

2X1 + Xy =5

Opét upravujeme rozsifenou matici na Gauss(iv tvar.

1 2 —1|6 1 2 -1 6 1 2 -1
Je (1 -1 1 2) ~ (0 -3 2 —4) ~ (0 -3 2
5 0 -3 21 =7 0 0 0

2 1 0

Vidime, Ze tato soustava nema reseni, jelikoz neplati, ze 0 = -3.

6
),
-3

Jak tedy pozndme, Ze soustava nema reseni? PFi Upraveé rozsifené matice

vyjdou v nékterém radku vlevo od svislé ¢ary samé nuly a vpravo od cary je
nenulové Cislo. To ovSem znamena, Zze hodnost matice soustavy je mensi nez
hodnost rozsitené matice soustavy. O tom hovofi 1.¢ast dllezité véty o
feSitelnosti soustav linearnich rovnic, ktera se nazyva Frobeniova véta.
Vyslovime si ji pozdéji.
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Priklad: Re$me soustavu

Xy +2X, - X3 = 6
X1 - Xp + X3 = 2
1 2 —-1]6 1 2 —1] 6 1 2 —1| 6

Je|1l -1 112)~10 -3 21—-4|~10 -3 2|—4
2 1 018 0 -3 21-4 0O 0 of O

4

Posledni radek nam rika, ze nula se rovna nule, coz je zfrejma identita. Zbyvaji
nam dveé rovnice, které maiji ale tfi neznamé. Prvni dvé neznamé se vyskytuji
v trojuhelnikové matici hodnosti 2, tfreti neznama je zde navic. Nazveme ji
parametr, prevedeme ji na druhou stranu rovnice, a obé prvni neznamé
vyjadiime pomoci ni. Vzhledem k tomu, Ze parametr mlze byt jakékoli redIné
¢islo, ma soustava nekonec¢né mnoho reseni.

Je zdruhého radku --3x, =--4 -- 2x;, jetedy x, = % +§x3, a z prvniho radku

. 4 2 10 1
ex=6-2.(—+—x)+x=—-—x
1€ X 3 373 37 3 373
Redeni opét zapiseme prehlednym zplisobem
10 1 4

X = (?_Exi’:l o

2 T v v , , .
St X, X3) , X3 € R . Tvar reSeni, ktery obsahuje parametry,

se nazyva obecné resSeni. Je v ném obsazeno nekonec¢né mnoho feseni pro
razné volby parametra.

PovSimnéme si, kdy ma soustava nekonec¢né mnoho reseni. Hodnost matice
soustavy a hodnost rozsSifené matice soustavy byla stejna, ale rovnala se
dvéma, a nezndmé pritom byly tfi. Proto se z jedné nezndmé stal parametr.

Nyni jiZ mGzZeme vyslovit celou Frobeniovu vétu.
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Frobeniova véta o resitelnosti soustav linearnich rovnic:

Soustava AX = B, kde A, = (A |B) je rozsitena matice soustavy, je fesitelna
pravé kdyz h(A) = h(A,).

Je-li n pocet neznamych, ma soustava jediné reseni pravé kdyz je h(A) = h(A,) =
n a ma nekonec¢né mnoho feSeni pravé kdyz je h(A)=h(A;) < n

Soustava, kterd ma na pravé strané samé nuly, se nazyvd homogenni soustava,
na rozdil od soustav, kterymi jsme se dosud zabyvali, - ty jsou nehomogenni.

Homogenni soustava ma nékolik zvlastnosti. Elementarnimi transformacemi

s nulami nemuze vzniknout nic jiného nezZ zase nula, proto na pravé strané
rovnic z0stavaji samé nuly. Neni tedy nutné pro Upravy psat rozSifenou matici
soustavy, ale jen matici soustavy. Dale je zfejmé, Ze nem(zZe vzniknout situace,
kdy soustava nema resSeni (na pravé strané neni nenulové ¢islo). Z toho vyplyva,
ze homogenni soustava je vZdy reSitelna. Pokud je hodnost matice soustavy
rovna poctu nezndmych (jedno reseni), bude z posledni rovnice posledni
neznama rovna nule atd., Cili vSechny neznamé se budou rovnat nule. Takové
reSeni slozené ze samych nul se nazyva trivialni resSeni. Teprve pokud bude
hodnost matice soustavy mensi nez pocet neznamych (nekone¢né mnoho
feSeni), mlzeme volbou parametr( docilit nenulového netrividlniho feseni.

Priklad: Redme soustavu

Xp1 + X3 + X3 = 0
2X1 -3%X; + 4x3 =0
5X1—7X2 + 8X3 =0

1 1 1 1 1 1
Matice soustavy upravime na Gausstivtvar.{2 -3 4]~{0 -5 2|~
5 -7 8 0 —-12 3

1 1 1
~10 =5 2 | . Hodnost matice je tfi, to znamena3, Ze feSenim jsou samé
0 0 -9

nuly. Je tedy jediné fedeni X =(0,0,0)", je to trividlni feseni.
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3.2. Metoda uplné eliminace (Jordanova)

Tato metoda pracuje opét s rozSifenou matici soustavy, ale misto Upravy na
Gaussllv tvar musime tuto matici upravit tak, aby matice soustavy presla na
jednotkovou matici, ktera mize mit pfehazené radky. Pak madme v kazdém
radku jednu vypocitanou neznamou a metoda jiz nema zpétny chod. Nicméné
elementarnich Uprav je vice neZz u Gaussovy metody, takZe pro ru¢ni pocitani
neni metoda pfilis vhodna. Pouziva se hlavné pro pocitacové zpracovani
soustav.

PFiklad: Re§me soustavu Uplnou eliminaci
X1 - 2%, + 4x3 = 3

2X1 - 4Ax, + 3X3 1

3X1‘ X2+5X3=2

1 -2 4
Matice soustavy je A = (2 —4 3) . Budeme vytvaret postupné zleva
3 -1 5
sloupce jednotkové matice, zacneme jako u Gaussovy metody. Je
1 -2 4]3 1 -2 4] 3
(2 —4 31|~ 1|0 0 —5]|-=5] . Nynise hodi vytvorit jednicku
3 =1 512 0 5 =-71-7

ve druhém sloupci a tretim radku, tedy vydélime treti radek péti.

1 -2 413
e |0 0 __57 _57 a vynulujeme sloupec nad touto jednickou.
61 1
Jetedy [ 0 0 =5 |=5 ] . Nyni sipfipravime jednicku ve druhém radku a
-7 | -7
0 1 |

tfetim sloupci, tedy 2.fadek vydélime cislem (-5).

1
5
le 1 | avytvofime nuly nad a pod jednickou ve tfetim sloupci.

o o =
= o O

-7
5

U1|\I1P—\U1IO\
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1 0 0]-1
Dostavame konecné (0 0 1 1). ReSenijetedy X = (-1, 0,1)".
0O 1 oI 0

3.3. Redeni soustavy s reguldrni matici Cramerovym pravidlem

Cramerovo pravidlo je metoda pro feSeni soustav linearnich rovnic, ktera
pouziva determinantd.

de

, v e . , tA;
Pro neznamou x; v soustave linearnich rovnic plati x; = Tota kde det A

Dostaneme z determinantu matice soustavy A zaménou j-tého sloupce za
sloupec pravych stran. Je zfrejmé, Zze matice A musi byt regularni, jinak by byl
detA = 0 a metodu by nebylo mozné pouzit.

Vzhledem k tomu, Ze vypocet determinant( vyssich radd nez 3 je pomérné
obtizny, pouZiva se tato metoda vétsSinou jen pro soustavu tfi rovnic o tfech
neznamych s reguldrni matrici soustavy. Je to tedy metoda vice méné
okrajového vyznamu.

Pfiklad: Cramerovym pravidlem feSme soustavu
X1 +2X; +3X3 = 6

9

Ax, + X, +4x3

3X1 + 5X2 + 2X3 =10

1 2 3
Determinant prislusny k matici soustavy detA = |4 1 4| = 41.
3 5 2
6 2 3 1 6 3
detA; = |9 1 4|=141 , detA, = (4 9 4| = 41
10 5 2 3 10 2
1 2 6 “
detA; = (4 1 9| =41. Jetedy x1=x2=x3=a=1.
3 5 10

RedenijeX =(1,1,1)". Zkousku provedeme opét dosazenim do véech rovnic.
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3.4. Re3eni soustav linearnich rovnic s reguldrni matici soustavy pomoci
inverzni matice

Jiz bylo uvedeno, Ze soustavu lze napsat v maticovém tvaru AX = B , kde A je
Ctvercova fadu n, X je matice neznamych typu (n,1) a B je matice pravych stran
typu (n,1).

Se znalosti maticovych rovnic dokazeme rychle vyjadfit z maticové rovnice X .

Je X = A'B .Timto zplisobem lze té7 soustavu se ¢tvercovou reguldrni
matici fesSit. Vzhledem k tomu, Ze vypocet inverzni matice je pomeérné obtizny,
davame vétsinou prednost Gaussoveé eliminacni metodé. Jen pokud bychom
méli nékolik soustav se stejnou matici soustavy a rldznymi sloupci pravych stran,
vyplatilo” by se ndm vypoéitat si inverzni matici A™* a potom ji postupné
nasobit zleva rGzné sloupce pravych stran.

PFiklad: Re$me soustavu pomoci inverzni matice
X1 +3x;, - x3=0
2X1 - Xy + X3 =3

X1 + 2X; + 2x3 =1

1 3 -1

Matice soustavy A = ( 2 -1 1) . K této matici vytvofime matici
-1 2 2

inverzni bud elementarnimi Upravami nebo pomoci adjungované matice

algebraickych doplikd — provedte sami.

. 4 8 -2
Vysledna inverzni matice A* = Z( 5 -1 3) .
-3 5 7

Provedeme nasobeni

) 4 8 -2 0 1
S(EE0-0
-3 5 7 1 1

Reseni miizeme zapsat X = (1,0, 1)", a zkousku provedeme obvyklym
zpusobem - dosazenim do vSech rovnic. Pokud by bylo pravych stran vice,
udélali bychom si zkousku pro spravnost inverzni matice, aby byla zarucena jeji
spravnost, dfive nez ji zacneme ndsobit sloupce pravych stran.
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Kapitola 4

Linearni vektorovy prostor

4.1. Axiomy obecného linearniho vektorového prostoru

Linedrni vektorovy prostor je neprdzdnd mnoZina m objektd zvanych vektory,
ktera ma tyto vlastnosti (axiomy):

1. Ke kazdym dvéma vektorim A, B € m je pfifazen praveé jeden vektor S € m,
ktery se nazyva soucet vektor( A, Ba piSeme S = A + B

2. Ke kazdému vektoru A € m a ke kazdému realnému cislu c € R je pfifazen
pravé jeden vektor V, ktery se nazyva skalarni ndsobek vektoru A, a pisSeme

V =cA
3. S¢itani vektoru je komutativni a asociativni, tj. plati
A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C

4. Pro ndsobeni vektoru realnym Cislem (skalarem) plati asociativni zakon, tj.
plati (cd)A = c(dA), kdec,d€R.

5. Pro nasobeni vektoru skalarem plati distributivni zakon, tj. plati

(c +d)A = cA + dA

c(A+B)=cA+cBproc,deER, AABEm

6. Existuje nulovy vektor 0 takovy, Zze pro kazdé A Emplati A + 0 =A
7.Vidyplati 1.A=A, 0.A=0

Realna cisla (skaldry) jsou zde znacena béZznym a vektory tu¢nym pismem.
Casto Ize v literatufe vidét vektory znacené malymi pismeny se gipkou nad
pismenem.

Je-li m obecna mnozina bez blizsi specifikace, hovofime o obecném linearnim
vektorovém prostoru. Pro danou konkrétni mnozinu m dostdvame pak
konkrétni linearni vektorovy prostor neboli realizaci linearniho vektorového
prostoru .
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Dalsi vlastnosti vyplyvajici z axiom :
1. Pro kazdy vektor A € m existuje opacny vektor B pro kteryjeA + B = 0.
Timto opaénym vektorem je vektor (-1) . A , ktery zna¢ime -A .

Dukaz je snadny. Je A +(-A) = 1.A -1.A =(1-1).A=0A=0

2.Pro kazdy skalarceRjec.0=0 .

Jetotizc.0 = c.(0.A) = (c.0).A =0.A =0

3. Je-licA =0,jebudc =0 neboA =0 .

Je -litotiz ¢ = 0 jedna se pfimo o axiom 7 . Je-li c# 0, vynasobme vztah c.A =

, 1 1 1 .
Oskalarem;.Je pak Z'CA = E.O , to znamena

(%.C)A = 0 nebolil. A = 0,toznamend,ze A =0 .

v Vv _ v

4. Rovnice X + A =B je pro dané vektory A, B jednoznacné reSitelna. Dané
rovnici vyhovuje vektor X = B + (-A), coz lze zapsat

X = B—A. Snadno Ize dokazat, Ze toto reSeni je jediné. Pfedpokladejme, zZe
feseni jsou dvé, oznacme je X; a X, . Je tedy

X; + A=B atéz X, + A =B. Jetedy X; + A = X, + A. Pricteme-li

k obéma stranam rovnice vektor (-A), dostaneme X; = X, a dochazime ke
sporu s predpokladem. Reseni je tedy jediné. Disledkem je, Ze v linedrnim
vektorovém prostoru lze nejen scitat, ale i odcitat.

Nékteré realizace linearniho vektorového prostoru:

1. Linearni vektorovy prostor V, je prostorem usporadanych n-tic realnych
Cisel. Napf. vektory tvaruA =(1,2,3) a B = (2,0, 7) jsou vektory z prostoru
V3. Soucet (sc¢itdme odpovidajici si slozky) S = (3, 2, 10) a skalarni ndsobek
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( nasobime skalarem kazdou slozku) 5.A = (5, 10, 15) jsou opét vektory z Vs a
dalsi axiomy jsou téz splnény — presvédcte se sami. Nulovym vektorem je zde
vektor 0 = (0, 0, 0).

2. Linearni vektorovy prostor realnych funkci definovanych na intervalu | -
s¢itani definujeme obvyklym zplsobem (f + g)(x) =f(x) + g(x) a

(c.f)(x) =c.f(x) ,c €R. Tento prostor oznacime F(l) . Nulovym vektorem je zde
konstantni funkce f(x) = 0 nall.

3. Linearni vektorovy prostor ¢tvercovych matic radu n - scitani matic a
nasobeni matice skalarem je nam jiz znamo, nulovy prvek je nulova matice radu
n. Pokuste se ovérit ostatni axiomy.

4. Linearni vektorovy prostor polynomt stupné mensiho nebo rovného n .
Polynomy s¢itdme béznym zplisobem — sc¢itdme odpovidajici si mocniny,
nasobime skalarem téz bézné — nasobime vSechny ¢leny polynomu. Nulovy
prvek je nulovy polynom P(x) = 0 .

5. Linearni vektorovy prostor vSech polynomt
Existuje mnoho dalSich realizaci linearniho vektorového prostoru.

Jako protipriklad se podivejme na mnoZinu polynomu stupné pravé n . Tato
mnozina neni linearnim vektorovym prostorem. Neni splnén axiom Cislo 1
(soucet dvou polynomU stupné n nemusi byt opét stupné n), a dale v této
mnoZiné neexistuje nulovy prvek.

Podprostor prostoru m je mnoZina m;, ktera ma nasledujici vlastnosti :
1) je neprdzdnad
2) pro kazdé dva vektory X, Y Em; jetéZiX+YE M,

3) pro kazdy vektor X € m; a kazdé redlné Cisloc ER je téZcX Em, .

Priklad podprostoru ve V3 je mnoZina vektor( o tfech slozkach, jejichz posledni
slozka je nula. Pfikladem podprostoru matic fadu n je mnozina skalarnich matic
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fadu n. Linedrni prostor vSech polynomu i linedrni prostor polynoma stupné
mensiho nebo rovného n jsou podprostory prostoru spojitych funkci na R.
(Zkuste ovérit, ze se skuteCné jedna o podprostory).

4.2. Linearni kombinace vektord, linearni obal, baze, dimenze prostoru

Méjme vektory A;, A,, ..., A, z linedrniho vektorového prostoru m . Kazdy
vektor tvaru A =c;A; + A+ ...+ CA,, kdec ER,i=1,2,..,r, se nazyva
linedrni kombinace vektorli A, ,A,, ..., A, . Cisla ¢; se nazyvaji koeficienty této
linearni kombinace.

Jestlize vSechna Cisla ¢; jsou nezaporna, mluvime o nezaporné linearni
kombinaci, jsou-li nezaporna a navic jejich soucet je roven jedné, mluvime o
konvexni linedrni kombinaci danych vektora.

Tak napf. vektor A€V, A=(1,5,3,5) je konvexni linedrni kombinaci

vektord A;=(2,3,0,5) a A,=(0,7,6,5), protoze je A =%A1+%A2 .

Uloha najit koeficienty linedrni kombinace r vektor( z V, tak, aby se tato
kombinace rovnala danému vyslednému vektoru B, je vlastné ulohou resit
soustavu n linedrnich rovnic pro r neznamych c;, jejiz vektor pravych stran je
sloupcovy vektor B.

Mnozina vSech linedrnich kombinaci vektor( Ay, A,, ..., A, se nazyva linearni
obal této mnoZiny vektor(i — oznaéime L(Ay, A, ..., A,) . Rikdme, Ze tento
linearni obal je generovan vektory A,, A,, ..., A, a vektory se nazyvaji jeho
generatory.

Méjme opét skupinu vektorl Ay, A,, ..., A, . Rikdme, Ze tyto vektory jsou
zavislé, Ize-li jeden z nich vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich. V opaéném
pripadé rikdame, Ze jsou nezavislé. Pokud jsou ve skupiné vektory nezavislé,
hovotime o linearné nezavislé skupiné vektor(, jsou-li zavislé, je skupina
vektor( linearné zavisla. Je-li skupina tvorena jedinym vektorem, je tento
vektor linearné zavisly, pravé kdyz je nulovy.
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Utvorme si linedrni kombinaci vektord Ay, A,, ..., A, tvaru

C1A; + CA; + ... + CA, a poloZme ji rovnu nulovému vektoru. Zrejmé k tomu, aby
vektory byly nezavislé, je tfeba, aby vSechny koeficienty ¢; v této kombinaci byly
rovny nule. Jakmile totiz alespon jeden koeficient, kupf. c;, nebude roven nule,
mUzeme jim celou rovnici vydélit a dostaneme, Ze pfislusny vektor, u nas A, je
linedrni kombinaci ostatnich. Zavislost a nezavislost vektord budeme zjistovat
pomoci uvedené linearni kombinace.

Priklad: Zjistéme, zda nasledujici vektory z vektorového prostoru F jsou linearné
zavislé nebo linedrné nezavislé. f(x) =2x—3 ,g(x)=5x+2, h(x)=4x+ 13 .

Napiseme si linearni kombinaci cif(x) + c,g(x) + csh(x) =0, a zkoumejme, zda
vSechny koeficienty ¢; musi byt nutné nulové nebo ne. Porovnanim koeficientu
u X a u absolutnich ¢lenli dostaneme homogenni soustavu linearnich rovnic

2C1 +5C2 + 4C3 =0

-3¢, +2¢, +13¢c;3 = 0,

jejiz matice soustavy je (_g g 12)

Je zfejmé, Zze hodnost této matice h = 2, ale nezndmé jsou tfi, tedy mame
jeden parametr. Ten Ize volit libovolné, takze muze byt samoziejmé rlizny od
nuly. Nase tfi vektory jsou tedy linearné zavislé.

Priklad: Zjistéme, zda v prostoru V3 jsou linearné zavislé nebo nezavislé vektory
A=(1,28)B=(3,4,5), C =(4,6,2).NapiSeme si linearni kombinaci

ciA + ;B + c3C = 0. RozepiSeme tuto rovnici po slozkach a dostaneme
soustavu tfi rovnic o tfrech neznamych

0

c, + 3¢, + 4¢3

|
o

2¢c, + 4c, + 6c35 =

8c; + 5¢;, + 2¢c5 =0,
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1 3 4
jejiz matice soustavyje| 2 4 6 |.Tuto matici upravime na Gausslv tvar a

8 5 2
zjistime hodnost.

1 3 4 1 3 4 1 3 4
le{2 4 6]~|0 -2 =2 ]~{0 1 1 | a hodnost matice je tfi.
8 5 2 0 —-19 =30 0 0 -11

Vime, Ze pokud je hodnost matice u homogenni soustavy rovna poctu
nezndmych, existuje pouze trivialni reseni. To znamena, Ze koeficienty
v linearni kombinaci jsou nulové a vektory jsou linedrné nezavislé.

Je vidét, Ze pracujeme-li s prostorem V,,, nemusime viibec soustavu rovnic
psat a mlZeme vytvofit okamzité matici soustavy tak, Ze do ni vlioZzime
sloupcové vektory A, B, C. Ale vzhledem k tomu, 7e h(A) = h(A") neni dokonce
nutné prevadét vektory na sloupcové. Staci tedy zjisStovat hodnost matice,
kterou ziskdme tak, Ze napiSeme dané vektory do jednotlivych radk( matice.

Dale je zfejmé, Ze vynechame-li ze skupiny linedrné nezavislych vektoru jeden
nebo vice vektor(, dostaneme opét skupinu linedrné nezavislou. Naopak
priddme-li ke skupiné linedrné zavislych vektor( jeden nebo vice vektorq,
dostaneme opét skupinu linearné zavislou.

Méjme nyni skupinu vektor( vektorového prostoru m. Tato skupina se nazyva
baze prostoru m, jestlize je linedrné nezavisla a generuje prostor m, tj. linearni
obal této skupiny je cely prostor m. Rikdme, e prostor je kone¢né generovany,
ma-li kone¢nou mnozZinu generatory. Lze dokdzat, Ze z kazdé mnoziny
generdtorl konecné generovaného vektorového prostoru m lze vybrat
konecnou bazi a kazdé dvé baze maji stejny konecny pocet prvkd.

Pocet prvku libovolné baze vektorového prostoru m nazyvame dimenze m,
znacime dim m . Nulovy vektorovy prostor, (obsahuje pouze nulovy vektor, a
tedy neobsahuje zadny linedrné nezavisly vektor), ma dimenzi O.

Linearni prostory konecné dimenze tvofi velmi dlileZitou ¢ast linearni algebry a
my se budeme nadale vénovat pouze tomuto typu prostoru. Jednim z nich je jiz
zminény prostor aritmetickych vektora V,, jehoZ prvky jsou uspofddané n-tice
realnych Cisel. Jak se vektory scitaji a nasobi skalarem bylo jiz vySe uvedeno.
Bazi tohoto prostoru tvori n linedrné nezavislych vektor( zvanych téz bazické
vektory, jelikoz kazdy dalsi vektor Ize jednoznacné vyjadfit jako linedrni
kombinaci téchto n nezavislych vektord (nezndmé koeficienty v linearni
kombinaci se pocitaji ze soustavy n rovnic o n neznamych s reguldrni matici, a
tato soustava ma jediné rfeseni).
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Priklad: Zjistéme, zda skupina vektor(i z V, je linedrné zavisla nebo nezavisla.
A1 = (11 OI 2; O) ’ AZ = (11 3; 21 4) ) A3 = (OI 5r 6; 7); A4 = (1; _21 OI _3)

VlozZime si vektory do matice a zjistime hodnost matice.

1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0

1 3 2 41 (0 3 0 41 (0 3 O 4\

0 5 6 7 0 5 6 7 0 0 18 1

1 -2 0 -3 0 -2 -2 -3 0 0 -6 -1
1 0 2 0

~[0 3 0 4 . Hodnost matice je rovna ¢tyfem. Vektory jsou tedy

0 0 18 1
0O 0 0 =2

linedrné nezavislé a skupina vektor( je linedrné nezavisla.

PoloZme si otazku, co je linearnim obalem danych vektor(? Vzhledem k tomu,
ze dimenze prostoru V, je rovna ctyfem a mame Ctyfi nezavislé vektory, tvofi
tyto Ctyri vektory bazi prostoru V, a jejich linearnim obalem je cely prostor V, .

Priklad: Zjistéme, zda vektory A=(1,3,7) , B=(1, 4, 6) tvofi bazi prostoru V3,

Okamdzité vidime, Ze vektory nemohou tvofrit bazi V5, protoze jich je malo —
baze prostoru musi obsahovat tfi vektory. Dale vidime na prvni pohled, ze
vektory jsou nezavislé, jelikoz jeden neni nasobkem druhého. Tyto dva vektory
tedy negeneruiji cely prostor V3, ale pouze jeho podprostor P32, ktery ma
dimenzi rovnou dvéma.

Vezméme si nyni vektor C = (2, 7, 13) a ptejme se, zda leZi v podprostoru P2
uréeném vektory A, B .

Pokud vektor C v tomto podprostoru lezi, je linedrni kombinaci vektort A,B, to
znamena, zZe je na nich zavisly. Pokud Cv podprostoru nelezi, ale lezi v doplnku
tohoto podprostoru vzhledem k V3, musi byt na vektorech A,B nezavisly.

Cili sta¢i si napsat matici sloZenou z téchto tfi vektord A, B, C a zjistit jeji
hodnost. Bude-li hodnost rovna dvéma, vektor C v podprostoru Pg lezi, bude-li
hodnost rovna tfem, lezi vektor C v doplnku tohoto podprostoru a je na A,B
nezavisly. Dohromady by pak v takovém pripadeé tyto tfi vektory tvorily bazi Vs .

1 3 7 1 3 7 1 3 7
Je {1 4 6]~10 1 —-1|~(0 1 -—1] .Hodnosttétomaticeje

2 7 13 0 1 -1 0 0 O
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rovna dvéma. To znamena3, Ze vektor C leZi v podprostoru ur¢eném vektory A, B

Méjme nyni dva podprostory m; a m, konecné generovaného linearniho
prostoru V. Pak mnozina m;+m, = {A+B, kde A € Mm; B € My} je
nejmensim podprostorem obsahujicim m; a m, a nazyva se spojeni
podprostorti m; a m, .

MnoZina m;Nm, , kterd obsahuje vektory leZici v obou podprostorech m; , m; se
nazyva prunik podprostorii m; a m, .

Nasledujici tvrzeni, zndmé jako véta o dimenzi spojeni a praniku, je v linearni
algebre a jejich aplikacich velmi dulezité:

Meéjme dva podprostory m; a m; linearniho konecné generovaného prostoru
V. Pak plati

dim (m; + m;) + dim (m; N my) = dimm; + dimm,

Ptiklad: Méjme dvé skupiny vektor(
m, = {(11,7,5),(3,2,1),(5,3,3)}, my= {(1,2,3),(5,7,11),(3,3,5)} .

Uréeme dim Mg, dim M, , dim (M1 + Mz) , dim (M]_ N Mz) .

11 7 5 11 7 5 11 7 5
Zmaticel 3 2 1|~( 0 1 —4]~(0 1 —4| dostavame, ze

5 3 3 0 -2 -8 0 O 0
dim M, = 2.
1 2 3
Podobné z matice (5 7 11) rychle dostavame, Zze hodnost je opét rovna
3 3 5

dvéma, protozZe tato matice ma oproti nasi matici pro m, pouze prohozeny 1. a
2. radek, a dale 1. a 3. sloupec, coz jsou elementdarni Upravy, které neméni
hodnost matice. Je tedy dim m, = 2. dim (m; + m,) stanovime z matice

11 7 5

3 2 1

5 3 3 T v T
1 2 3 , kterd ma minimalné hodnost dvé a maximalné tri. Je
5 7 11

3 3 5
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11 7 5 11 7 5 11 7 5
/0 1 —4\ /0 1 —4\ /O 1 —4\
0O -2 -8|1_10 0 O|_| 0 O 0
0 15 28 0 0O 88 0 O 1
0 42 96 0 0 196 0 O 0
0 12 40 0 0O 88 0 O 0

a hodnost matice je tfi.
Jizvime, Ze je dim (m; + m;) = 3. Podle véty o dimenzi spojeni a prlniku je

3 +dim(m;Nmy) =2 + 2 ,neboli dim(m;nNm;) = 1.
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5.kapitola

Polynomy a raciondlni lomené funkce

5.1. Nasobeni a déleni polynomu

Uvazujme polynom ve tvaru P(x) = aox" +a;x"" + a,x"? + ... + a,4X + a,,, kde a; ,
i=0, .., n,jsouredlné koeficienty. Rikdime, Ze tento polynom je n-tého stupné.
Polynom je uspordddan sestupné od své nejvyssi mocniny. Pokud ag =1, nazyva
se polynom normovany.

Jiz bylo vySe feceno, Ze prostor vsech polynom( (mnohoclent) je
podprostorem funkci spojitych na R. S funkcemi lze ale provadét mimo linearni
prostor dalSi operace, napf. nasobeni, déleni, skladani funkci. Nékteré dalsi
operace lze tak provadét i s polynomy, téz mimo vektorovy prostor, jelikoz
vysledek mlzZe nebo nemusi byt prvkem vychoziho linedrniho vektorového
prostoru.

Poznamka: Koeficienty polynom( mohou byt i ¢isla komplexni. My se zde
omezime pouze na koeficienty realné.

Nasobeni dvou polynom( se provadi pomoci distributivniho rozndsobeni obou
polynomu. Uvedme pfriklad.

Spoctéme P(x) . Q(x) pro polynomy P(x) =3x> +2x—4 , Q(x) = 2x° +4x* +x - 1.

Polynomy si zapiSeme do zavorek a nasobime kazdy ¢len levého polynomu
s ostatnimi ¢leny pravého polynomu. Toto nasobeni je zifejmé komutativni,
asociativni a distributivni.

(3x>+2x—4) (2x° + 4x" +x—1) = 6x° + 12x" +3x* = 3> + 4x” + 8x” + 2x* — 2x —
-8x°—16x"—4x+4 =6x"+16x" —8x°+ 8x° —13x" -3x> + 2x* —6x + 4, co? je

vysledny polynom. Ozna¢me ho T(x).

Nyni provedeme déleni polynomu T(x) polynomem P(x). Déleni polynom Ize
provést pouze v pripadé, ze stupen délence je vétsi nebo roven stupni délitele.
Provadi se nasledovné: Opét si napiSeme polynomy (usporadané sestupné od
nejvyssi mocniny) do zavorek,

(6x7 + 16x" — 8x° + 8x° — 13x"* — 3> + 2x* —6x + 4) : (3x° + 2x — 4)

-37 -



a tazeme se, kolikrat je vyraz 3x> obsaZen ve vyrazu 6x° . Konstatujeme, ze 2x°
krat. PiSeme tedy

(6x° + 16x" — 8x° + 8x° — 13x* = 3x* + 2" — 6x + 4) : (3x> + 2x -4) = 2x°
a dale nasobime vyrazem 2x° celého délitele a ode¢teme vysledek od délence :

(6x° + 16x" — 8x° + 8x° — 13x* = 3x* + 2% — 6x +4) : (3x° + 2x — 4) = 2x°

-6x° — 4x” +8x°

12x” + 8x°— 13x* - 3% + 2x* — 6x -4
Postup opakujeme, neboli taZzeme se, kolikrat je obsazeno 3x> ve 12x”. Je to
Ax* krat, pripiseme vpravo od rovnitka a opét nasobime celého délitele,
odecteme, atd. Provedeme nyni rychleji celé déleni:

(6x° + 16X - 8x° + 8x° —13x" =3’ + 2x° = 6x +4) : (3 + 2x —4) = 2x° + 4x* + x - 1

-6x° — 4x’ + 8x°

12x"+ 8x° — 13x* = 3x> + 2x* — 6x +4

-12x” - 8x° + 16x*

3Ix* =33+ 2x°—6x+4

-3x” — 2x% + 4x
-3x%° — 2x+4
3% +2x -4
0

Zbytek je nula, tedy délenec Ize délit délitelem beze zbytku. Vysledek je vpravo
od rovnitka a ma tvar, jaky jsme zfejmé ocekavali, je to polynom Q(x).
P¥iklad: Délme polynomy (x* + x> —x + 3) : (x> — 4)
(C+x2—-x+2):(x*—4)=x+1

3

-X +4x

x>+ 3x +3

2
-X +4
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3x+7

Tentokrat mame nenulovy zbytek. Vysledek déleni je tfeba zapsat ve tvaru
3x+7
x2-4 °

(C+x—x+2):(x*—4)=x+1 +

5.2. Pocet nulovych bodUl polynomu neboli pocet kofenti algebraické rovnice
n-tého stupné s realnymi koeficienty, odhad polohy redlnych kofent na
Ciselné ose

Nulové body polynomu, neboli body, kde graf polynomidlni funkce y = P(x)
protne osu x, dostaneme feSenim rovnice P(x) = 0, tj. FeSenim algebraické
rovnice n-tého stupné tvaru

-1 . . sy s . .
agX"+a X" +..+a,Xx+a,=0 ,kdea;,i=0,1,..,n jsouredlné koeficienty.

Redeni této rovnice je snadné pro stuperi n = 1 (linedrni rovnice) a pro n = 2
(kvadraticka rovnice). Pro stupen n = 3 sice existuji vzorce zvané Cardanovy
vzorce, ale jsou sloZité a davaji slozity tvar vysledku. Pro vyssi stupen nez tfi jiz
zadné vzorce podobné vzorci pro koreny kvadratické rovnice neexistuji. Je tedy
k feSeni tfeba pristoupit jinym zplsobem.

VSimnéme si nejprve kvadratické rovnice. Vime jiz, Ze md bud' dva rizné realné
kofeny, nebo jeden dvojnasobny koren, nebo pfi zaporném diskriminantu ma
dva komplexni kofeny, které jsou komplexné sdruzené. Bereme-li tedy v Uvahu
vSechny koreny, jak redlné, tak komplexni, a poc¢itame-li kazdy koren tolikrat,
kolik ¢ini jeho nasobnost, ma kvadraticka rovnice vidy dva koreny. Tento
poznatek lze zobecnit pro libovolny stupen algebraické rovnice.

Pocitame-li kazdy koren algebraické rovnice n-tého stupné tolikrat, kolik cini
jeho nasobnost, ma algebraicka rovnice n-tého stupné pravé n korenu, které

mohou byt redlné nebo komplexni. S kazdym komplexnim kofenem ma
rovnice s redlnymi koeficienty téz kofen komplexné sdruzeny. Komplexni
koreny tedy tvori dvojice a je jich vidy sudy pocet.

Jednoduchym dlsledkem predchoziho je tvrzeni:

Kazda algebraicka rovnice n-tého stupné, kde n je liché ¢islo, ma alespon
jeden redlny koren.
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Otazkou nyni je, jakym zptisobem budeme redlné koreny hledat. Nejprve si
uvedeme jednoduchy odhad intervalu, v némz vSechny realné koreny
algebraické rovnice lezi.

Odhad polohy redinych kofenu:
Méjme normovanou algebraickou rovnici
X"+a;x"+ax" %+ -+ a,_x+a,=0.

Oznaéme A =max (|a4|, |a,], ... |a,|). Potom vSechny realné koreny této
rovnice lezi vintervalu < -A-1, A+1> .

Dokazme si tento odhad.

Nejprve je treba si uvédomit znamou skutecnost, ze je-li @ korenem rovnice
P(x) =0, potom —a je kofenem rovnice P(-x) = 0 . Je tedy horni odhad redlnych
koren( rovnice P(-x) = 0 roven aZ na znaménko dolnimu odhadu redlnych
kofeni rovnice P(x) = 0.

Dale predpokladejme, ze x > A+1, kde A je Cislo uvedené v odhadu. Chceme
ukazat, Ze takové cislo x nemuze byt kofenem rovnice P(x) = 0.

Pro x > 1 postupné plati:

fx) =x"+ax" . +a, =X A - LA X AT L X+ D) =
n x"-1 1 n n x™ v .
x"—A = —[x"(x —1) — Ax"] =—(x--1-A). ProtoZealejex > A +1,
x—1 x—1 x—1

n
je vyraz v zavorce kladny. Protoze je x> 1 je zlomek % téz kladny, a je tedy

P(x) > 0. Tim jsme dokazali, Ze pro libovolné x > A + 1 je P(x) > 0, a takové x
neni tedy kofenem rovnice P(x) =0. Cislo A + 1 je tedy hornim odhadem
redlnych kofenl rovnice P(x) = 0.

Dolnim odhadem realnych kofend rovnice P(x) = 0 je, (podle predchozi
poznamky na zacatku dlkazu), horni odhad realnych kofend rovnice P(-x) = 0,
tj. rovnice

-1 -2
X" -ax" +ax T -..+(-1)"a,=0

-40-



Tato rovnice ma vsak koeficienty v absolutni hodnoté stejné jako plvodni
rovnice. Je tedy hornim odhadem realnych koren( rovnice P(-x) =0 opét

Cislo A+1.Toznamena, Ze dolnim odhadem redlnych kofenu rovnice P(x) =0
je Cislo-A-1.

Vsechny realné koreny rovnice P(x) = 0 lezi tedy v intervalu <-A-1,A+1>.

Nakonec je tfeba fici, Ze existuji dalsi odhady pro polohu realnych koren(
rovnice P(x) = 0. My se vSak spokojime pouze s timto nejjednodussim.

Priklad: Odhadnéte interval, v némz lezi vSechny redlné kofeny rovnice
2 —8x +7x* x+3=0.

Nejprve musime rovnici normovat (délit dvéma).

Dostavame rovnici  x°—4x*+3,5x°—0,5x + 1,5 =0 . Potom je

A =max(|—4|, |3,5],|-0,5], |1,5])=4 . VSechny redlné kofeny (rovnice ma
bud'jeden, tfi nebo 5) lezi tedy v intervalu (—5,5) .

Je tfeba si uvédomit, Ze pokud jsou koeficienty normované rovnice P(x)=0
v absolutni hodnoté malé, vyskytuji se realné koreny této rovnice jen v blizkém
okoli bodu 0.

5.3. Hledani redlnych korenu algebraické rovnice, Hornerovo schema

Nyni mame hotov odhad polohy nulovych bod{ polynomu, neboli kofen(
algebraické rovnice P(x) = 0, a chtéli bychom tyto koreny nalézt.

Pokud ma rovnice koreny celociselné neni jejich nalezeni velky problém.
Vintervalu (—A — 1, A + 1) si vytvofime tabulku hodnot v celociselnych
bodech a viechny koreny tak nalezneme. Rovnice mUiZe ale mit téz redlné
koreny, které celoliselné nejsou. Pak se nam timto zplsobem podafi nalézt
jenom nékteré z realnych korena. Jakmile vSak mame alespon jeden realny
kofen nalezen, mGzeme snizit stupen rovnice, jelikozZ plati:
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Necht a je kofenem algebraické rovnice n-tého stupné P(x) = 0. Potom
polynom P(x) je délitelny linedrnim dvojclenem tvaru x- a, tak zvanym
kofenovym cinitelem ke kofenu a, a plati rovnost P(x) = (x — a ). Q(x) , kde Q(x)
je polynom stupné n-1.

Dusledkem je : Ma-li tedy algebraicka rovnice P(x) = 0 vSechny kofeny realné
razné, lze ji zapsat ve tvaru P(x) = ag (x — a4) (X — a3) ... (X — ) - tj. ve tvaru
soucinu kofenovych Cinitelli. Ma-li rovnice pouze realné koreny ale jsou
vicendsobné, soucet vSech nasobnosti je vidy n, a lze psat

PX)=ap(x —a))"t (x—ay)?..(x —ay)™ ,kder;+r,+..+r.=n.
Toto tvrzeni nebudeme dokazovat.

Nyni nas bude zajimat, jak rychle vytvorit tabulku hodnot pro nami zvolené
argumenty. Dosazovani do polynomu, zvlasté kdyz je vysSiho stupné, by bylo
jak zpaméti, tak i na kalkulacce pomérné zdlouhavé.

K vypoctu hodnot polynomu nam poslouzi tak zvané Hornerovo schema.

Mé&jme polynom P(x) = apx" + a;x" ™" + ... + a,1X + a, a chceme urit jeho hodnotu
v bodé x = ¢, neboli P(c) .

Vypocet provedeme takto: Upravime polynom uzavorkovanim na tvar

P(x)=(..(((apgx+a;)x+ay)x+a3)x+..+a,), adotohoto tvaru dosadime

Cislo c.
P(c)=(..(((apc+a;)c +a))c+az)c+..+a,).

Vypocteme-li postupné Cisla by = ag

b1=al+boc
b2=az+blc
b3=ag+b2C
bnzan'l'bn—lc ’

pakje b,=P(c).
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Tento vypocet se organizuje do schématu, které se nazyva Hornerovo
schema, a je tvaru

do di d ... djp

C boc bic ... bn,c

bo b1 b2 e bn= P( C)

Schema sestrojime tak, Ze do prvniho radku napiSeme koeficienty daného
mnohoclenu P(x), pokud néktera z mocnin chybi, piSeme jako koeficient nulu.
Na zacatek druhého fadku napiSeme cislo ¢, a do tfetiho radku cislo by = a; .

Nyni zaCneme pocitat, a druhy radek s tretim doplnujeme soucasné. Do
druhého radku piSeme postupné ¢ — ndsobky Cisel by, by, ... a tfeti radek
dostdvame sectenim prvnich dvou rfadkd ve sloupcich.

P¥iklad: Vypoctéme hodnotu polynomu P(x) = x* — 2x> + 3x* — 2x -5
vbodéc= 3

Napoprvé rozepiSeme trochu podrobnéji:
1 -2 3 -2 -5

3 3.1 3.1 3.6 3.16

1 -2+3=1 3+43=6 -2+18=16 -5+48 =43 Ajetedy P(3) =43 .

P¥iklad: Uréeme hodnotu polynomu P(x) = x* + 2x> —3x* + x- 1 v bodé ¢ = 2.
1 0 2 -3 1 -1
2 2 4 12 18 38

1 2 6 9 19 37 Je P(2)=37.

Hornerovo schema ma pro nas dalsi dllezity vyznam kromé pocitani hodnoty
polynomu P(x) v daném bodé. Lze téZ dokazat, Ze uvedené koeficienty by, b,
...bn1 jsou koeficienty polynomu Q(x) stupné n-1, pro ktery plati

P(x)=(x—-c)Q(x)+R, aR=b,
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Linedrnim dvojclenem tedy neni tfeba délit pomoci déleni uvedeného v 5.1.,
ale daleko rychleji pomoci Hornerova schématu.

Ptiklad: Provedme déleni polynom
(x> =x*+3x>=2x+1):(x—2), x# 2, pomoci Hornerova schématu.
Vysledek hleddme ve tvaru Q(x) + % , kde Q(x) je polynom stupné ¢tyfiaR je
zbytek pfi déleni.
Sestavime Hornerovo schema proc=2:
1 -1 3 0 -2 1
2 2 2 10 20 36

1 1 5 10 18 37 =R

Déle je Q(x) = x* + x> + 5x* + 10x + 18 .

Vysledek déleni miZzeme tedy zapsat ve tvaru

(X=x"+3x=2x+1): (x=2)=x"+x>+5x*+ 10x + 18 +;T72

A nyni jiz mUzeme pristoupit k hledani nulovych bodl polynomu, Cili feseni
algebraické rovnice n-tého stupné.

Priklad: Najdéme vSechny nulové body polynomu
P(x) =x* —x* —4x> — 4x* —5x - 3.

Tento polynom je lichého stupné, tedy ma jisté alespon jeden nulovy bod —
pfislusnd rovnice ma alespon jeden realny kofen. MUze vSak mit také 3 nebo 5
realnych korenu.

Provedeme odhad polohy kofen(. Rovnice P(x) =0 je normovana. A=5.
Redlné koreny lezi tedy v intervalu (—6, 6). Udélejme si tabulku hodnot
v celoCiselném argumentu z tohoto intervalu a hodnoty spocitejme
Hornerovym schématem. (Spoctéte sami a ovérte tabulku).

le x_ -6 -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6

P(x) -8325 -3328 -1071 -240 -21 0 -3 -16 -45 0 425 1872 5439
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Podafilo se nam tedy najit dva celociselné koreny, a to v bodé -1 a v bodé 3.

Podivejme se na pfislusné Hornerovo schema pro bod c¢= -1, a sniZzme stupen
rovnice pomoci kofenového cinitele (x + 1). Koeficienty vysledného polynomu,
ktery tvofi levou stranu rovnice, najdeme ve 3.radku prislusného Hornerova
schématu.

Dostavame rovnici  x* —2x> —2x*—2x -3 = 0. Vime, Ze ma dale kofen 3.
Vydélme pomoci Hornerova schématu linearnim dvojé¢lenem (x-3) . Dostavame

1 -2 -2 -2 -3
3 3 3 3 3

1 1 1 1 0 a dostdvamerovnici X>+x°+x+ 1=0.0pét

bychom si mohli udélat celodiselnou tabulku, tentokrat v intervalu (-2, 2),
ktery ndm ddva odhad polohy redlnych korenl, ale zda se, Ze snadno
uhodneme dalsi celoCiselny koren, a tim je opét -1.

Snizime tedy dale stupen délenim linedrnim dvojclenem (x + 1) , opét
Hornerem

1 1 1 1
-1 -1 01
1 0 1 0 a vidime, Ze vysledna rovnice se snizenym stupném je

tvaru x*+1=0.

Tato rovnice jiz nema realné koreny (je to kvadratickd rovnice se zapornym
diskriminantem). Rovnice ma tedy tfi realné koreny, a to jeden jednonasobny
v bodé 3, a jeden dvojndsobny v bodé -1.

Lze ji zapsat ve tvaru soucinu kofenovych ¢initeld s tim, Ze vyraz x* + 1 ziistane
samoziejmé nerozlozen. Je tedy P(x) = (x + 1)* (x —3) (x> + 1) =0.

Polynom P(x) ma tedy dva nulové body,ato -1 a 3.

Pokud ma algebraicka rovnice realné koreny necelodiselné, neobjevime je
primo v tabulce hodnot celociselného argumentu pro odhadnuty interval.
Potom se koren hleda na zakladé Bolzano -Weierstrassovy véty, ktera rika :
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Jestlize v krajnich bodech intervalu {(a, b) nabyva spojita funkce f(x) hodnot
s opacnymi znaménky, tj. f(a).f(b) < 0, pak existuje v intervalu (a, b) alespon
jeden bod ¢, pro ktery je f(c) =0

[tj. existuje v intervalu (a, b) alespon jeden Kofen rovnice f(x) = 0 ].

Duasledkem je nasleduijici tvrzeni: je li f(a) . f(b) <0, potom v intervalu (a, b)
existuje lichy pocet realnych korent rovnice f(x) = 0. Je-li f(a) . f(b) > 0,
potom lezZi v intervalu (a, b) bud' sudy pocet realnych korent rovnice f(x) =0
nebo tato rovnice v intervalu (a,b) nema redlny kofen. Pfitom kaZdy kofren je
treba pocitat tolikrat, kolik €ini jeho nasobnost.

PFiklad: Zjistéme pocet redlnych kofend rovnice x> +3x*—2x—1=0

Nejprve provedeme odhad polohy redlnych kofenl na Ciselné ose. A=3.
Interval, v némz lezi vSechny redlné koreny (je bud jeden nebo tfi), je interval
(—4,4) . Udélejme tabulku pro celoéiselny argument v tomto intervalu:

X -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

f(x) -9 5 7 3 -1 1 15 47 103

Nenasli jsme sice zadny celoCiselny koren, ale vidime, Ze zména znaménka
funkce P(x) nastava v intervalu (—4, —3), vintervalu (—1,0) a v intervalu
(0,1).

Vzhledem k tomu, Ze rovnice je tfetiho stupné a ma tedy tfi koreny, ma
v kazdém z téchto intervall prévé jeden redlny koren a nemad zadné komplexni
koreny.

Dokazeme-li najit intervaly, v nichz lezi pravé jeden readlny kofen rovnice

P(x) = 0, fikame, Ze jsme provedl|i separaci redlnych korenl této algebraické
rovnice. Separaci samoziejmé nelze provést u vicendsobnych korend, které jsou
na stejném misté. Proto existuji metody na odstranéni ndsobnosti korenu
rovnice pred jejich hledanim, kterymi se zde nebudeme zabyvat.

Ani kdyZz ma rovnice P(x) = 0 korfeny jednonasobné nemusi se nam vzdy podafit
uvedenym zplGsobem redlné koreny separovat. Divodem mUze byt, Ze tabulka
neni dostatecné ,husta”, a sudy pocet realnych kofent se ,ukryje” v intervalu,
kde f(a) . f(b)> 0.

P¥iklad: Zjistéme pocet redlnych kofend rovnice x> +x*—2x—2=0
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Odhad nam fika, Ze vSechny realné koreny rovnice (jeden nebo tfi) lezi
vintervalu (—3, 3) . Vytvorme tabulku

x -3 -2 -1 0 1 2 3

fx) -14 -2 0 -2 -2 6 28

Vidime, Ze jeden koren je v bodé -1 a druhy redlny kofen je v intervalu (1, 2)
coZ znamen3, Ze rovnice ma tfi realné koreny; ale dalsi interval, kde nastava
zména znaménka, nevidime. Uvédomime si vsak, Ze v intervalu (-2, 2), kde
zména znaménka nenastava, a pfitom v ném mame jiz jeden kofen, musi lezet
jesté dalsi koren cili ten treti, aby pocet koren(i v tomto intervalu byl sudy.

Rovnici mGZeme vyfesit pfesné. Snizime-li stupen délenim kofenovym Cinitelem
(x + 1), dostavame kvadratickou rovnici x*—2 =0, jejiz kofeny jsou V2 a V2,
které skutecné lezi v odhadnutych intervalech.

Dana rovnice ma tfi realné koreny, a to -1, V2 a-V/2.

Pokud je realny kotfen necelociselny a vime, v jakém intervalu lezi, mizeme ho
dale zpresnovat na libovolny Zadany pocet desetinnych mist. K tomuto ucelu
existuje vice numerickych metod, z nichz nékteré k urychleni postupu pouzivaji
i pribéh funkce f(x) v intervalu, kde lezi kofen. Nejjednodussi metoda je
metoda puleni intervalu zaloZena na opakovaném pouziti Bolzano-
Weierstrassovy véty. Interval, ktery obsahuje realny kofen se rozpUli a koren je
pak v té poloving, kde jsou krajni hodnoty s rliznymi znaménky. Postup se
opakuje tak dlouho, az je interval obsahujici koren dostatec¢né uzky a urcuje tak
koren s dostate¢nou presnosti.

Ptiklad: Metodou puleni intervalu zpfesnéme koren a rovnice
x*+2x>=x-1=0, lezi-li a v intervalu (0, 1).

Je P(0)=-1, P(1) = 1. RozpuUlime interval na intervaly (0, 0,5)a (0,5, 1).
spocteme P(0,5) = -1,19. Tedy koren lezi v intervalu (0,5, 1).

Opét rozpllime tento interval na intervaly (0,5, 0,75) a (0,75, 1).
Spocteme P(0,75) = —0,59 . Tedy kofen lezi v intervalu (0,75, 1).

P(0,875) = 0,59 , koten je v intervalu (0,75, 0,875). Nyni lze fici, Ze kofen «a je
(zatim velmi pfiblizné) roven 0,8 nebo mizZeme pokracovat v plleni a ziskat tak
dalsSi desetinna mista korene.
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5.4. Racionalni lomena funkce a jeji rozklad na parcidlni zlomky

Racionalni lomenad funkce je funkce, ktera je podilem dvou polynomU. Ma tedy
tvar
P(x)

f(x) = " kde P(x) a Q(x) jsou polynomy. Defini¢ni obor funkce f(x) je dén

podminkou Q(x) #0.

Racionalni lomena funkce se nazyva neryze lomena, pokud je stupen
polynomu P(x) vétsi nebo roven stupni polynomu Q(x).

Pokud je stupen polynomu P(x) mensi neZ stupen polynomu Q(x), nazyva se
funkce ryze lomena.

Kazdou raciondlni neryze lomenou funkci Ize délenim prevést na soucet
polynomu a ryze lomené funkce (viz. ptiklad na déleni polynom{ na konci
odstavce 5.1.).

5
Ptiklad: Raciondlni lomenou funkci f(x) = x3

+1 , v
1 prevedme na soucet polynomu

a funkce ryze lomené.
Provedeme déleni polynomu
(xX+1):(x*-1)=x
2+

x>+ 1 co? je zbytek.

x2+1
x3-1

Je tedy f(x) =x*+

Jiz jsme se zminovali o skutecnosti, Ze kazdy polynom

Q(x) = apx" + ... + an1x + @, lze vyjadFit jako soudin kofenovych Einiteld

s prislusSnymi ndsobnostmi a kvadratickych trojc¢lend, které jsou v redlném
oboru nerozlozitelné, téz se svymi ndsobnostmi, tedy je Q(x) =

=(x—a)™ .. (x—a) (P +prx+ q)* .. (0 +ppx + @) (D)
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kde a1 , ... ¢ jsou vSechny realné kofeny polynomu Q(x), ry, ...,rx jsou jejich
nasobnosti, kvadratické troj¢leny nemaiji kofeny v oboru realnych Cisel, s,...Sh
jsou jejich nasobnosti, a plati ri+r,+ ..+ +2(s;+s,+...+sp)=n

RozloZime-li polynom Q(x) ve jmenovateli ryze lomené racionalni funkce timto
zplsobem, Ize ryze lomenou racionalni funkci poté rozlozit na soucet
parcidlnich zlomk(, neboli zlomk{ tvaru

Bx+C

— nebo ity , kde A,B,C jsou konstanty ar,s jsou prirozena

cisla.

Véta o rozkladu racionalni lomené funkce

R(x)
Q)
existuje jednoznacny rozklad na parciadlni ziomky tvaru

Je-li f(x)= ryze lomena racionalni funkce a polynom Q(x) je tvaru (1),

f(x) = —21 = ! B, Be oy P,
(x—aq) (x—aq)? (x—aq)"1 (x—az) (x—ap)? (x—ap)"2
RIS U« E . i’ B ki B
(x—ap)  (x—ap)? (x—ap)"k (X% +py1x+q1) (x2+p1x+q1)°1
I1x+]q Ishx+].s‘h
(X24+ppx+qn) T (X24ppx+qp)h

(Kazdy korenovy Cinitel se tedy objevi v rozkladu tolikrat, kolik ¢ini ndsobnost
prislusného korene, a to ve vsech mocninach od prvni mocniny do mocniny
rovné nasobnosti korene. Totéz plati pro nerozlozitelné kvadratické trojcleny,
objevi se v rozkladu tolikrat, kolik Cini jejich nasobnost, opét ve vSech
mocninach od prvni mocniny do mocniny rovnajici se nasobnosti.)

Pfiklad: Ryze lomenou funkci f(x) = 92;;16

rozloZzme na parcialni zlomky.
RozloZime jmenovatele. x*> + x =x (x* + 1).

Podle véty o rozkladu racionalni lomené funkce je dale

2x-1 A | Bx+C
x(x%2+1) x x2+1
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Budeme hledat konstanty A,B,C. Celou rovnici vynasobime nejmensim
spolecnym jmenovatelem a dostavame

2x-1 = A(X* + 1) + Bx” + Cx . Aby se leva strana rovnice rovnala pravé strané
rovnice, musi platit, Ze A+B =0, C=2, A=-1. Odtud snadno dopocitdme, Ze je
B=1.

Nas rozklad na parciadlni zlomky je tedy

2x—1 1 xX+2

x3+x x  x%+1

x342

Priklad: Racionalni funkci f(x) = prevedme na soucet polynomu a

x3+2x2+x
funkce ryze lomené a ryze lomenou funkci rozlozme na parcidlni zlomky:

Nejprve provedeme déleni (x*+2): (x* +2x>+x) =1
xC-2x% - X
2% — X

2
Jetedy f(x)=1-—22%

T x342x24x
Budeme rozkladat jmenovatele: x> + 2x> +x=x (x> + 2x + 1) = x (x + 1)*.

Podle véty o rozkladu na parcialni zlomky pfislusi racionalni ryze lomené funkci
rozklad

2x%+x A B, B,

x(x+1)2 x  x+1 (x+1)2
Vyndasobime nejmensim spole€nym jmenovatelem a dostavame
2 2
2X" +x=A(x+1)"+B; x (x+1) + B, x

Konstanty A, B, , B, mUZeme opét urcit z porovnani koeficientli polynomu na
obou strandch rovnice, nebo téz takto:

Dosadime si do rovnice realné koreny.

Po dosazeni korenu 0 dostavame 0 = A.
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Po dosazeni kofenu -1 dostdvame 1=-B,, tedy B,=-1.

Jesté nemame B;. Dosadime si nyni jakékoliv Cislo, a obé jiz znamé konstanty
A, B, . Dosadme napt.Cislo 1:

Dostdavame 3=2B;-1,odtud2B;=4 a B;=2.

Funkci f(x) mdZeme tak zapsat ve tvaru

2 1
fx)=1--7+ (x+1)2

Rozklad na parcialni zZlomky budeme potrebovat v matematice pro reseni
nékterych integrdll a diferencidlnich rovnic.
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6. kapitola

Dalsi vlastnosti linearniho vektorového prostoru V,,

6.1. Absolutni hodnota vektoru, jednotkovy vektor, skalarni soucin

Méjme vektor A=(a;, a,, ..., a, ) z vektorového prostoru V, . Absolutni
hodnotou vektoru A rozumime kladné realné cislo

|A| =+/a? + a2 + -+ a2 . Tedy napt. absolutni hodnota vektoru

A=(1,2,4,-2)EV, jerovna |A| = /12 +22 + 42+ (=2)2 = 25 =5.

Vektory, které maiji absolutni hodnotu rovnu jedné, se nazyvaji jednotkové
vektory. Prikladem jednotkového vektoru ve V, je tak napf. vektor

B=

N R
N | =
N R

1
) ) ’E) .

DalSim prikladem jednotkového vektoru je vektor, ktery ma jednu slozku
rovnou jedné a ostatni slozky rovny nule. Takovy vektor se nazyva zakladni
jednotkovy vektor .

Napf. ve V; jsou tyto vektory tfi,atoE;=(1,0,0),E;=(0, 1, 0),

E;=(0,0,1). Jsou to vlastné radkové vektory nachdzejici se v jednotkové
matici E. Zakladni jednotkové vektory jsou nezavislé, to znamena, ze n
zdkladnich jednotkovych vektoru tvoti bazi prostoru V,, . Tato baze se nazyva
pfirozena baze prostoru V,, .

Skalarni soucin A.B dvou vektor( z V, je redlné Cislo a;b; + ab, + ... + a,b, .

Skalarni soucin neni obecnou vlastnosti linearnich vektorovych prostor.
Linearni vektorové prostory, v nichz neni zaveden skalarni soucin, se nazyvaji
afinni prostory. Prostor V,, je linedrni vektorovy prostor se skaldarnim soucinem.

Priklad: Vypoctéme skaldrni soucin vektorl A= (1,0, -3,2,5) a
B=(4,3,7,0,-1) z prostoru Vs .

JeAB =1.4+03-3.7+2.0+5.(-1) = -22
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Pro absolutni hodnotu vektoru A plati |A| =+vVA. A, neboli absolutni hodnota
vektoru A je rovna druhé odmocniné ze skalarniho ¢tverce vektoru A .

Dva vektory z V,, se nazyvaji ortogondlni, prave kdyz je A.B=0.

VSimnéme si, ze zakladni jednotkové vektory jsou navzajem ortogonalni,
jelikoz skaldrni soucin libovolnych dvou od sebe riznych je roven nule.

Baze, kterd je sloZena z navzajem ortogonadlnich vektor(, se nazyva ortogonalni
baze, jsou-li navic vSsechny vektory jednotkové, mluvime o ortonormalni bazi .

Pfirozena baze (E,, E,, ..., E,)) je tedy ortonormalini baze prostoru V, .

( Lomené zavorky uzivame pro skupinu generator( tehdy, vime-li, Ze jsou
vsechny vektory ve skupiné linedrné nezavislé a tvori tedy bazi bud celého
prostoru nebo néjakého jeho podprostoru. Pro vektory v lomenych zavorkach
nemusime jiz tedy ovérovat, zda jsou linearné zavislé nebo nezavislé, a tak
hledat dimenzi prostoru, ktery generuiji ).

Poznamka: Jiz jsme se setkali jak s radkovymi vektory, které jsou vlastné
maticemi o jednom radku, tak se sloupcovymi vektory, které mizeme
interpretovat jako matice o jednom sloupci. Sloupcovy vektor je vlastné
transponovany radkovy vektor. VSechny pojmy, které byly zavedeny pro
radkoveé vektory, jsou zavedeny analogicky i pro sloupcové vektory. U soustav
linedrnich rovnic pouzivame ¢asto misto nazvu sloupec pravych stran nazev
sloupcovy vektor pravych stran. Téz uzivame nazev vektor reSeni soustavy
linearnich rovnic (je opét sloupcovy).

6.2. Souradnice vektoru v bazi, matice prechodu

Necht B = (A, Ay, ..., Ay) je baze linedrniho vektorového prostoru dimenze n .
Méjme vektor B z tohoto vektorového prostoru a je B = x;A; + X,A; + ... + X A, .
Koeficienty linedrni kombinace Xy, X,, ..., X, € R nazyvame souradnice vektoru B
v bazi B a piSeme Bg = (X1, X2, ..., Xn).

Jiz bylo vysloveno, Ze tyto souradnice jsou uréeny jednoznacné ze soustavy n
rovnic o n neznamych s reguldrni matici.
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Méjme pfirozenou bazi B = (E4, E,, ... E,;) . Potom souradnice vektoru B jsou
primo slozky tohoto vektoru, nebot je

B =b,E; + bE; +... + b,E, a zakladnijednotkové vektory maji vidy na
prislusSném misté jednicku a jejich ostatni slozky jsou nuly. | dale budeme
souradnice vektoru chapat vzhledem k pfirozené bazi, pokud nebude vyslovné
feceno jinak, a nazev bdaze u vektoru pak neuvadime.

Vezméme nynijinou baziB =((1,1,1),(—2,1,0),(3,—2,1)) . Vzhledem

k tomu, Ze jsou vektory uvedeny v lomenych zavorkach, je jiz jasné, Ze jsou
linedrné nezavislé a tvofri tedy bazi Vs . Je dan vektor B = (2, 0, 2). Budeme
hledat soufadnice vektoru B v této nové bazi B.

Vyjadfime vektor B jako linedrni kombinaci vektor(i nové baze B :
Bg =x:B; +X,By+x3B3=x;(1,1,1)+x,(-2,1,0)+x5(3,-2,1) .
Rozepiseme rovnici po jednotlivych slozkach a dostaneme soustavu rovnic

2=X1—2X2+3X3, 0=X1+ X2 '2X3, 2=X1+ X3

1 -2 312
s rozsifenou matici (1 1 -2 O) . Redeni této soustavy je X = (1, 1, 1),
1 0 112

(pfesvédcte se sami), to znamend, Ze souradnice vektoru B v nové bazi B jsou
Bg=(1,1, 1)

Vyse uvedena soustava rovnic by se téz dala resit pomoci inverzni matice, coz
by bylo obzvlasté vhodné, kdybychom prevadéli do nové baze B vice vektor(.

Matice A, kterd je matici soustavy rovnic, je sestavena ze sloupcovych vektor(
baze B a nazyva se matice prechodu od baze B k bazi prirozené. K této matici A
najdeme inverzni matici A™. Vektor Fegeni, tj. vektor novych soufadnic v bazi B,
pocitame ze vztahu Bg = A B, kde B' je vektor B zapsany jako sloupcovy
vektor a Bg je sloupcovy vektor novych soufadnic. Inverzni matice A™
sestrojena k matici A tvorena sloupcovymi vektory nové baze B se nazyva
matice prechodu od prirozené baze k bazi R .

Priklad: Najdéme matici prechodu od pfirozené baze k bazi

B=((1,1,1),(-2,1,0),(3,—-2,1)) .
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1 -2 3
Matice A sloZzena ze sloupcovych vektoru baze B je (1 1 —2> .
1 0 1

K této matici najdeme matici inverzni, napt. pomoci adjungované matice
algebraickych doplnku. Je det A =4 (presvédcte se Sarrusovym pravidlem), a
jednotlivé algebraické doplnky jsou

Ai1=1, Ap=-3, Az=-1
Ap=2, Ap=-2, Apz=-2
As;1=1, Ay;=5, Ayz3=3 .

1 2 1
Jetedy A = % (—3 -2 5) , coZ je hledana matice pfechodu od pfirozené
-1 -2 3

baze k bazi R .

Meéjme nyni dvé baze M a N. Matice pfechodu od baze M k bazi N je matice,

v jejichz sloupcich jsou souradnice vektort ptivodni baze M vzhledem k nové bazi
N. Oznacme Xp vektor v pfirozené bazi. Je pak Xy = N7'X,, ale jeXp=MXy, a
tedy je Xy = N*M Xy . Matice pfechodu od baze M k bazi N je tedy N*M.
Podobnou Gvahou dostaneme, 7e matice prechodu od baze N k bazi M je M™N.

Pomoci elementarnich Uprav realizujeme matici prechodu takto:
(MIN) ~ ..~ (E[M~IN) , pfipadné (N|M) ~ ..~ (E|N"IM) .

Priklad: Najdéme matici prechodu od baze B =<(1, 3, 2),(0, 1, 3), (2, -1, 7)>
k bdzi C=<(1,0,1),(1,-3,0),(1,2,5)>.

1 1 1|11 O 2
Sestrojme matici| 0 —3 2|3 1 —1 |aupravujme ji takovymi
1 0 512 3 7
elementarnimi Upravami, aby vlevo vznikla matice jednotkovd. Je (spoctéte
2 -1 -1
1 0 O 1 1 7
sami) 0 1 0] 5 5 |, atedymatice pfechodu od bdze B
0o 0 1l o % B
5 5

k bazi C je matice

. 10 -5 -5
= -5 1 7 .
0 4 8
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6.3. Linedrni prostor feSeni homogenni soustavy rovnic

Vratme se k homogenni soustavé linearnich rovnic, kterou mizZeme psat ve tvaru
AX =0.lJiz jsme poznali, Ze tato soustava je vzdy reSitelna (Frobeniova podminka
resitelnosti je vzdy splnéna). Pokud ma soustava pro n neznamych

hodnost h(A) = n, ma pouze trividlni fesSeni; pokud je hodnost matice A mensi
nez n, pak ma nekonecné mnoho reseni.

Ukazme si nyni, Ze mnoZina vSech feSeni homogenni soustavy, pro niz je h(A) <
n, tvofi netrivialni linedrni vektorovy prostor, ktery je podprostorem n-
dimenziondlniho vektorového prostoru V, .

Jiz vime, Ze mnozina reseni obsahuje nulovy prvek (je jim nulovy vektor). Staci
ukazat, Ze pro dvé rGzna reseni X, Y je téZ reSenim jejich soucet X+Y, a Ze pro
libovolné c € R je téz cX reSenim soustavy.

Méjme dvé rizna feSeni X a Y. Plati pro né zrejmé AX=0 a AY=0.

Podle pravidel pro nasobeni matic je zfejmé, ze A(X+Y) = AX + AY=0+0 =0
a téZzje A(cX)=c.(AX)=c.0=0.

Je tedy reSenim soustavy jak vektor X+Y, tak vektor cX.

Re3eni homogenni soustavy linearnich rovnic tvofi linearni vektorovy prostor,
ktery je netrivialni, pokud h(A) <n.

Jaka je jeho dimenze? Vime, Ze pocet volitelnych parametrd homogenni
soustavy rovnic je roven Cislu p = n — h(A).

Pokud za téchto p parametrd dosazujeme postupné zakladni jednotkové vektory
z V, dostaneme jisté p linedarné nezavislych vektord. Kazda dalsi volba uz je
linearni kombinaci téchto p linedrné nezavislych vektord, cili p je maximalni
pocet linedrné nezavislych vektord. Dimenze prostoru feseni je p = n — h(A). Bazi
tohoto prostoru tvori vektory, které obdrzime dosazenim zakladnich
jednotkovych vektord z V, do obecného feseni.

Dalsi dalezitou vlastnosti je, Ze feSeni homogenni soustavy je ortogonalni

k Fadkovym vektorim matice soustavy A. Je tomu tak proto, Ze skaldrni soucin
jednotlivych fadkl s libovolnym fesenim soustavy je nula (vektor pravych stran
je nulovy).

-56 -



Priklad: Najdéme bazi prostoru feSeni homogenni soustavy

X1 +2X, +4x3—3%x, = 0
2X1 - Xp +3x3+ x4 =0
Ax, + 3%+ 11x3-5%x,=0
3X1 -4X%;+2%3 + 5%, =0 .

NapiSme si matici soustavy a upravujme na GaussUyv tvar:

1 2 4 -3 1 2 4 -3 1 2 4
el2 -1 3 1 -5 -5 7| [0 -5 -5
4 3 11 -5 -5 -5 7 0 0 0
0 0 0

3 —4 2 5 —-10 -10 14

o o O
SO N W

Je h(A) = 2, soustava ma

nekonecné mnoho reseni zavislych na dvou parametrech, jelikoz je p =n—h(A) =
4-2=2.

Redeni homogenni soustavy tvofi tedy podprostor Pf prostoru V, . Jeho bazi
dostaneme z obecného reseni, které je tvaru

XT _ (X4—10X3 7X4—5X3

- , o X3 ,x4) , kde x3 x4 ER jsou libovolné. (Pfesvédcte se

sami).

Bazi prostoru reseni tvofi vektory B, =(-2,-1, 1, 0)T - za parametry ( X3, X4) jsme
dosadili dvojici (1, 0)

aB,=(1,7,0,5) —za parametry (s, Xs) jsme dosadili dvojici (0, 1) a vektor jsme
vynasobili péti, abychom ho zbavili zZlomk.

Béze podprostoru P? je tedy ((—2,—-1,1,0)T,(1,7,0,5)T).

Vsechna feSeni homogenni soustavy jsou linedrnimi kombinacemi vektor( této
baze, tedy je

X=xs3.(-2,-1,1,0)" + x,.(1,7,0,5)" .

6.4. Vztah mezi reSenim homogenni a nehomogenni soustavy linearnich rovnic
se stejnou matici soustavy

Nehomogenni soustava nema trivialni reseni, jeji reSeni tedy netvofi linearni
vektorovy prostor (chybi nulovy prvek). Lze ale snadno dokazat, Ze libovolné
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feSeni nehomogenni soustavy lze vyjadrit pomoci baze podprostoru reseni
homogenni soustavy a jednoho konkrétniho feSeni nehomogenni soustavy.

Mnozinu reSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic lze vyjadfit jako
soucet jednoho libovolného reseni nehomogenni soustavy a obecného reseni
homogenni soustavy se stejnou matici A.

Priklad: Najdéme reSeni nehomogenni soustavy x;+2x, +4x3—3x, =4
2X1 - X +3X3+ X4 =5
4x, + 3%, + 11x3 — 5%, =13
3X1—4x,+2x3 +5x, = 6.

Vyuzijme minulého pfikladu, kde jsme resili homogenni soustavu se stejnou
matici soustavy. Staéi najit zkusmo jedno fe$eni nasi soustavy —je to (1,1, 1, 1)7,
a jiz mlZzeme psat obecné feseni nasi nehomogenni soustavy:

X=(1,1,1,1) +x3.(-2,-1,1,0) +x,.(1,7,0,5)".

(Pokud vyresite tento priklad pomoci elementdrnich Uprav rozsirené matice,
nemusi vyjit vysledek ve stejném tvaru. Uvédomte si, Ze jsme jedno konkrétni
feSeni soustavy vybrali zcela ndhodné a druhy vektor baze jsme nasobili

v minulém prikladu péti. Ale zkouska dosazenim vas presvédci, Zze je v obou
pfipadech feseni spravné).

6.5. Ortogonalizace vektorl baze, ortogonalni dopinék

Skupina vektoru, které jsou navzajem ortogonalni, je skupina linedrné
nezavisla. Mame-li tedy n ortogondlnich vektord ve V,,, generuji tyto vektory
cely prostor V,, a tvofi jeho bazi. Mdme-li ve V, ortogonalnich vektorl p, p<n,
generuji tyto vektory podprostor Pfl’ dimenze p v prostoru V,, a tvori jeho bazi.

Od libovolné skupiny linearné nezavislych vektor( Ize prejit k ortogonalni
skupiné vektor( pomoci ortogonalizace .

Algoritmus ortogonalizace

Necht Xy, X,, ..., Xk je skupina linedrné nezavislych vektor(. Skupinu Yy, Y5, ..., Yk
ortogonalnich vektord najdu takto:

-58 -



Y]_:X]_

<
N
|

= X, + 1Y, pfipodmince Y,.Y;=0

Ptiklad: Zortogonalizujme skupinu X;=(3,2,0), X, =(4,3,1).

Postupujme podle algoritmu. Bude Y, =(3,2,0). Y, =(4,3,1)+k.(3,2,0),
pricemzjeY;.Y,=0.

0=Y:.Y, =Y. (X;+kY,y) =Y, X2+k.Y12,aodtud dostavame, iek=-Y;')2(2.
1
JeYy. X =12+6+0 =18, YZ=9+4+0=13 ,k="-—.

18 2 3
Jetedy Y2=(4I 3, 1)'5(31 210) = (-EIEI

ortogonalni bazi podprostoru dimenze 2 v prostoru Vs

1) . Ziskané dva vektory tvori

Ortogonalni baze je tedy < (3, 2, 0), (-2, 3, 13)>, kde jsme druhy vektor
vynasobili tfinacti, abychom ho zbavili zliomk.

Priklad: Zortogonalizujme bazi < (3, 2,0), (4,3,1),(0,1,1) >.
Pouzijeme minuly pfiklad a vime, ze ¥, =(3,2,0),Y,=(-2,3,13).
Y3=(0, 1, 1)+k1.Y1+k2.Y2, pFIEemiJeY1Y3=0 a Yz.Yg =0 .

0 =Y;.Y3=Y;.X; +kY, Y1 +k,Y,Y, . Ale prostredni sCitanec je roven nule, takze

i _ YiXg o . _ 2
je kq = Y2 . A spocitame, ze k; = -
y . Y, X3 8
Podobné dostaneme téz k, = - vz Je pak k; =- o1
2
2 8 26 39 13 oy ,
Y;=(0, 1, 1)-5(3, 2, 0)-;(-2, 3,13) =(— 51’91’ i)’ a my mUzeme vzit

vektor vynasobeny sedmi, ktery bude
bez zlomku, a to vektor (-2, 3, 1).
Ortogonalni baze je tedy < ( 3,2,0),(—2,3,13),(—2,3,—1) >. Pro vedte sami

zkousku, ze vektory jsou skutecné navzajem ortogonalni.
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Obecné pro skupinu o s vektorech lze vektor Y; vyjadrit takto: Y,= X; +
i Y; X; . . .
Y1 k.Y, , kdekj =- ;—2 pro i=1,..,s ,j=1,..i1.

J

Méjme nyni libovolnou podmnozinu m prostoru V, . Pak mnoZina

m={VEV, V.U =0prokazdé U € m} se nazyva ortogonalni dopinék
mnoziny m.

Pro ortogonalni doplnék plati, ze dim (m + M%) = dim V, = n, tedy podle véty o
spojeni a priniku je m N M* prazdnd mnozina aje dimM* =n—-dimm.

Jiz jsme konstatovali, Ze vSechna reseni homogenni soustavy jsou ortogonalni
k mnoziné radkovych vektorl této soustavy, tvofi tedy tato reSeni ortogonalni
doplnék k mnoziné radkovych vektor( soustavy.

Priklad: Najdéme ortogonalni doplnék k podprostoru W danému generatory

Al = (1; 21 1; 2)/ AZ = (2r 3; 1; 0) A3 = (3r OI 2; 1) ve V4 .

1 2 1 2
Nejprve zjistime dimenzi podprostoru: Je |2 3 1 0]~
3 0 2 1

1 2 1 2 1 2 1 2
~ (0 -1 -1 —4) ~ (0 1 1 4 ) , a je tedy dimenze podprostoru W
0 -6 -1 -5 0 0 5 19

rovna tfem. Musi tedy byt dim W+ = 1, to znamena, Ze ortogonalni doplnék je
generovan jednim vektorem, ktery tvofi jeho bazi. Oznacme ho B.

Zvolime ho ve tvaru ( x, y, -19, 5) , protoZe pak jisté platiA;.B = 0 .

Dalemd byt A,.B = 0,tedy (0,1,1,4).(x,y,-19,5) = 0 ,aodtudje y—19+ 20 =0,
takze y=-1.

Nakonec ma byt A;.B =0, tedy (1,2,1,2).(x,-1,-19,5) =0 , a odtud je
Xx-19+10=0,aje x=11 .

Ortogonalni doplnék W+je tedy uréen bazickym vektorem B = (11, -1, -19, 5) a leZi v ném
vsechny nasobky tohoto vektoru B.
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Priklad: Najdéme ortogonadlni doplnék k prostoru generovanému vektory E, = (1, 0, 0),
E2=(0; 1; 0); E3=(OI OI 1)VEV3.

Vektory E, , E, a E; jsou zakladni jednotkové vektory, které tvofi pfirozenou bazi Vs .
Generuji tedy cely prostor. Ortogonadlni doplnék ma proto dimenzi 0, a tvofi jej jediny
vektor, a to nulovy.

Priklad: Najdéme ortogonadlni doplnék k podprostoru W generovanému vektory
A1=(1I 1; 1; 1)IA2=(21 11 1r 2)IA3=(1I OIOI l)vev4'
1 1 1 1 1 1 1 1
Je|2 1 1 2|~10 1 1 0| ahodnost matice je dvé, takze dim W = 2.
1 0 0 1 0 1 1 0
Musi tedy téZ byt dim W= 2, a musime najit dva bazické vektory B, , B, .

Zvolmejevetvaru B;=(x,y,1,0) a B,=(z,t, 0, 1). Tim jsme zajistili jejich linedrni
nezavislost. Dale jiZ stejnym zpUsobem jako v pfedchozim pfikladu dostaneme

(x,y,1,0).(0,1,1,0)= 0,aodtudjey=-1,a(x,-1,1,0).(1,1,1,1) = 0, a odtud je
x=0.
podobné (z,t,0,1).(0,1,1,0) = 0,ajet =0, a (z,0,0,1).(1,1,1,1) =0,aje z=-1

Baze ortogonalniho doplfiku W+ je tedy ((0,—1,1,0),(—1,0,0, 1)) . Viechny vektory
ortogonalniho dopliiku jsou pak linedrnimi kombinacemi dvou bazickych vektor(.
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Kapitola 7

Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

7 vrs

7.1. Vlastni cisla a vlastni vektory, vlastnosti

V nékterych ekonomickych a elektrotechnickych aplikacich a pfi feSeni mnoha
Uloh numerické matematiky ma zvlastni dileZitost feSeni soustavy AX = AX ,
kde A je Ctvercova matice fddu na A je realné cislo. Jedna se vlastné o situaci,
kdy vektor reseni je nasobkem vektoru pravych stran. Vektor nulovy spliiuje
tuto rovnici zfejmé. Nenulovy vektor, ktery ma tuto vlastnost, se nazyva vlastni
(charakteristicky) vektor matice A a pfislusné A se nazyva vlastni
(charakteristické) cislo matice A.

Soustavu AX = AX lze prepsat ve tvaru (A—2AE). X = 0 s matici soustavy

A — AE . Soustava je zfejmé homogenni, a aby existovalo jiné nez trividlni
reSeni, musi byt matice soustavy singularni. Tedy musi platit

det (A—AE) = 0. Tato posledni rovnice se nazyva charakteristicka rovnice
matice A a matice ( A—AE) se nazyva charakteristicka matice matice A.

det (A - AE) je charakteristicky polynom matice A .

Re$enim charakteristické rovnice z{skame koteny charakteristického
polynomu - vlastni ¢isla matice A, ktera mohou byt jednonasobna nebo
vicenasobng, realna nebo komplexni. MnoZina vSech vlastnich ¢isel matice A
se nazyva spektrum matice A a max (|44, |42/, ..., |4,| ) se nazyva
spektralni polomér matice A a znaci se p(A) .

Priklad: Najdéme vlastni ¢isla matice A,

A=y 1)
1-1 1

Sestrojime charakteristickou rovnici det (A—AE) = 4 1-2 = 0.

Spo¢teme determinant, dostaneme (1—2A)* =0, a tuto rovnici fedime.
Jel-2A+A% = 0,tedy 22 —2A4-3 =0, akofenyjsou 2, =3,1, =-1, co?
jsou vlastni ¢isla matice A . Spektralni polomér p(A) = 3.
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Vlastni vektor prislusny k vlastnimu cislu vypocteme tak, Ze dosadime vlastni
Cislo do homogenni soustavy (A—AE) = 0 a tuto soustavu feSime.
Pokracujme v nasem prikladu:

— _ _ _ (2 1y (-2 1
Pro vlastni ¢islo A; = 3 dostaneme A-AE —( 4 _2) ( 0 O)'

Dostavame, Ze 2x1 = xz. Takovych vektori je nekone¢né mnoho, my
vybereme jeden z nich, ktery je jejich bazickym vektorem (tvori bazi vSech
ostatnich), a nazveme ho vlastnim vektorem V, = (1, 2)T. Ostatni reSeni
jsou pak jeho ndsobkem. Tento vektor V;_ je vlastni vektor prislusny

k vlastnimu cislu 4.

Podobné pro vlastni ¢islo A, = -1 dostavame (i ;) ~ ((2) (1)) aje

2x1 = X2 . Vlastni vektor je pak tvaru Vy, = (1,-2)7.

Z vlastnosti reSeni homogenni soustavy je ziejmé, Ze je-li hodnost matice

(A-AE) rovna h, pak kvlastnimu ¢islu A prislusi (n-h) linedrné
nezavislych vlastnich vektort.

Lze dokazat, Ze pocet linedrné nezavislych vlastnich vektort odpovidajicich
jednomu vlastnimu Cislu neni vétsi nez je nasobnost tohoto vlastniho ¢isla
v charakteristickém polynomu. Jsou-li tedy vlastni ¢isla jednonasobna,
odpovida kazdému vlastnimu ¢islu pravé jeden vlastni vektor.

Nasobnost vlastniho ¢isla jako korene charakteristického polynomu se
nazyva aritmeticka nasobnost vlastniho ¢isla a pocet vlastnich vektort
prislusnych k tomuto vlastnimu ¢islu je geometricka nasobnost vlastniho
¢isla. Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla je vZdy mensi nebo rovna jeho
aritmetické nasobnosti a pro jednonasobna vlastni Cisla se obé nasobnosti
rovnaji jedné.

UkaZeme si na ptikladé, jak se pro urcitou aritmetickou nasobnost miize
geometricka nasobnost liSit. Méjme tfi matice
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2 0 0 2 1 0 2 1 0
A1=<0 2 0),Az=<0 2 0>,A3=(0 2 1).
0O 0 2 0 0 2 0 0 2
0

2—2 0
det (A1 -AE) = | 0 2—2 0 [=(2-4)3 =0, atedyje
0 0 2—-21
Ay = A, = A3 = 2. Aritmeticka ndsobnost vlastniho ¢isla 2 je rovna trem.
0 0 O
Charakteristickd matice je (A1 - AE) = (0 0 0> . Hodnost této matice je
0 0 O

0 a pocet vlastnich vektorti je 3 - 0 = 3. Geometricka nasobnost vlastniho
Cisla je rovna trem.

2—-1 1 0
det (A2-AE) = | 0 2—2 0 | = (2-1)3 = 0,ao0pétje Ai=2A2 =
0 0 2—-21
A3 = 0 a aritmeticka nasobnost vlastniho cisla je rovna tfem.
0 1 0
Charakteristicka matice je (A2 - AE) = (0 0 0) . Hodnost této matice je
0 0 O

1 a pocet vlastnich vektort je 3 - 1 = 2. Geometricka nasobnost vlastniho
Cisla je rovna dvéma.

2—-2 1 0
Akonecné det (A3-2AE) =| 0 2—1 1 [=(2-2)3=0,aje
0 0 2—4
A4 = A1, = A3 = 2 aaritmetickd nasobnost vlastniho ¢isla je rovna trem.
0 1 0
Charakteristicka matice je (Az - AE) = (0 0 1) . Hodnost této matice je
0 0 O

2. Pocet vlastnich vektort je 3- 2 = 1. Geometrickd ndsobnost vlastniho cisla
je rovna jedné.
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Dalsi dilezité vlastnosti vlastnich cisel:
Oznacme u; aritmetickou nasobnost i-tého vlastniho cisla. s je pocet
vlastnich Cisel matice radu n. Pak plati

1) ur + uz + ... + us =n (soucet ndsobnosti vlastnich ¢isel je roven fadu
matice).

2) utAy + ud, + - +usdy = a1 + azz + ...+ am =stA --stopa
matice A

3) A% A¥2 . A% = det A (soucin vlastnich ¢isel umocnénych na své
nasobnosti je roven determinantu matice A) .

4) Vlastni vektory ptislusné k rtiznym vlastnim ¢isliim jsou linearné
nezavislé

Diisledkem vlastnosti 4) ziejmeé je, Ze ma-li matice A jednondsobna redlna
vlastni Cisla, existuje n linearné nezavislych realnych vlastnich vektort, a
tedy existuje baze prostoru V, sloZena z téchto vlastnich vektoria. Aby
existovala baze Vy sloZend z vlastnich vektorti, nemusi byt nutné vlastni
Cisla jednonasobna, staci kdyZ se geometrickd ndsobnost vSech vlastnich
Cisel rovna jejich aritmetické nasobnosti.

7.2. Podobnost matic
Matice B je podobna matici A, existuje-li regularni matice C takova, Ze
B =C!AC.

Rikdme, Ze matice B vznikla z matice A podobnosti transformaci uré¢enou
matici C.

Podobnostni transformace ma tyto vlastnosti:

1) Je-li B=C1AC jetézZ A=CBC1 (je-li BpodobnaA, je téZ A podobna B)
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2) C1A1C+ C1A2C+ ... + C1AnC = C1(A1 + A2+ ... + Am) C
(podobnostni transformace souctu matic je rovna souctu podobnostnich
transformaci scitancii)

3)C1A;1C . C1lA2C... .CTAnC = C1(ALAz. ... .An)C (podobnostni
transformace soucinu je rovna souc¢inu podobnostnich transformaci
Ciniteli1)

4) Podobné matice maji stejné charakteristické mnohocleny, a tedy stejna
vlastni cisla

Tato vlastnost vyplyva z vlastnosti piredchozich. Je totiz
det (B- AE) = det (C1AC-2AE) =det (C!AC -AC1EC) =

det (C1(A-AE) C) =detCl.det (A-AE).detC=det (CLC) .det(A-AE) =
detE.det (A-AE) =det (A-AE) .

5) C1A1C=(ClAC)1 ( Podobnostni transformace inverzni matice A1
je rovna inverzni matici k podobnostni transformaci ptivodni matice A)

Je totiZ (C1A €)1 = ((C1A).C)1 = C1. (C1A)1 = CLALC

Vlastnost podobnosti rozklada prostor matic radu n na podobnostni tridy.
Zastupcem podobnostni tridy je vybrana matice, ktera se nazyva Jordantv
kanonicky tvar. Jednim z Jordanovych kanonickych tvari je kanonicky
diagonalni tvar -matice D, kterd ma v diagonale vlastni cisla matice. Jak jiz
vime, jsou vlastni ¢isla podobnych matic stejna. Tento kanonicky diagonalni
tvar existuje pro takové matice, které maji n linearné nezavislych vlastnich
vektorl. Oznac¢ime-li matici sloupcovych vlastnich vektori V, je pak
D=V1IAV.

Priklad: Najdéme matici B, ktera vznikne z matice A podobnostni
transformaci urCenou matici T a ovérme vlastnosti podobnych matic.

A= (g ;) , T = (; é) . Najdeme si nejprve T-1. Je T-1 = (_3 _i)
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ety s =(3 DG .0 D=8 Y6 D 2
stA =stB = 4

detA = detB = 4

det (A-AE) =

|2 5/1 0 avlastni &islajsou A, = 1, =2 .

e
22

det (B-AE) = |8__4’1 _49_ | =0aje(8-2).¢4-0) +36 =0,t0

znamend (-32) +4A-8A+ A% + 36 =0, coZ je po Gpravé A% - 44 + 4 =0,
neboli (A -2)2 =0, coZ je stejny charakteristicky mnohoclen jako pro
matici A avlastni ¢islajsouopét A1 =2A,=2.

Priklad: Najdéme Jordaniiv kanonicky tvar pro matici A = (_1 g) :

-y 4|
-1 6-2

A2-70+10=0,aodtudje A1 =5, =2.

Je det (A- AE) = | ! — (1-0).(6-A) + 4 = 0, neboli

B 4) ajeji hodnost je 1.

Charakteristicka matice pro A1 je (_ 11

Vlastni vektor V1 = (1, 1)T.
Charakteristickd matice pro Az je (:1 i) ajeji hodnost je opét 1.
Vlastni vektor V2 = (4, 1)T.

Matice V je matice (1 411) ,a matice k ni inverzni V-1 je _—; (_1 _;L)

Provedeme nasobeni V1AV = (_1 —41}) (_i g) (} ;L) (_—31) =

5 DE -G0S -6 )-»
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Presvédcte se sami, Ze pro matice z minulého prikladu neexistuje kanonicky
diagonalni tvar, jelikoZz vlastni ¢islo je dvojnasobné a geometricka
nasobnost neni rovna aritmetické nasobnosti. Tyto matice maji pak
ponékud jiny kanonicky tvar.

7.3. Spektralni vlastnosti symetrickych matic

Spektralni vlastnosti symetrickych matic jsou velmi vyznamné pro nékteré
oblasti matematiky. My je zde budeme pouze konstatovat.

1) Vlastni Cisla symetrické matice S s realnymi prvky jsou realna.

2) Vlastni vektory symetrické matice S odpovidajici riiznym vlastnim ¢islim
jsou ortogonalni.

3) U vlastnich ¢isel realné symetrické matice S je vZdy aritmeticka
nasobnost vlastniho ¢isla rovna geometrické nasobnosti.

Vzhledem k vlastnosti 3) tedy pro symetrickou matici vZdy existuje
kanonicky diagonalni tvaraje VISV =D.
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Kapitola 8

Euklidovsky n-rozmérny prostor E,

8.1. Zakladni pojmy

Euklidovsky n-rozmérny prostor je prostor geometricky. Jeho prvky jsou jednak
body o n souradnicich a dale téz geometrické vektory.

Mame-li dva body A = [a;, a5, ...,a,] @ B=[by,b,,...,b,], definujeme vektor
AB=B-A=(b;—a;,b,—ay, .., b,—a,), tj. koncovy bod minus pocatecni bod.

Abychom neméli v E, prvky rlzného druhu (body, vektory), Ize body ztotoznit
s radiusvektory, cozZ jsou vektory s poc¢atecnim bodem 0 = [0, O, ..., 0].

Velikost vektoru pocitame ze vztahu

|AB| =/(by — a))? + -+ (by — ay)?
Je to vlastné vzdalenost bodu A od bodu B.

Vsechny vektory, které maji stejnou velikost a stejny smér, povazujeme za
totozné. Takové vektory maji také stejné slozky a tvofi jeden prvek prostoru E, .
Lze tak provést vzajemné jednoznacné zobrazeni prostoru E, na prostor V,, .
Velikost vektoru je vlastné totéz jako absolutni hodnota vektoruve V,, .

Euklidovsky prostor E, je téZ prostorem se skalarnim soucinem. V prostoru V,
jsme hovofili o ortogonalnich vektorech. V prostoru E, znamena ortogonalita
kolmost vektor(. Tedy dva vektory jsou kolmé, pravé kdyz je jejich skalarni
soucin roven nule.

Dale pro vektory A, B zavadime uhel « téchto vektor, pro ktery plati

COSX = _AB .

|al.[B]
Baze v prostoru E, je v geometrickém smyslu soustava souradnic. Napf.
ortonormalni baze v prostoru V, sloZena ze zakladnich jednotkovych vektor(
predstavuje v E,, geometricky Kartézskou soustavu souradnic s navzajem
kolmymi osami a stejnou jednotkou na vSech osach. Dalsi baze prostoru V,, lze
interpretovat v prostoru E, jako jiné soustavy souradnic, které mohou byt
kosouhlé a jednotky na osach nemusi byt stejné dlouhé.
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Priklad: Jsou dany body A=[2,-1,3],B=11,1,1],C=[0, 0, 5]. Najdéme
velikost vektord AB a AC . Dale najdéme uhel vektor( AB a AC.

Pouzijme vzorec pro velikost vektoru:

je |AB| =/(1-2)2+ (1+1)2+ (1—-3)2=3

Podobné |AC| =/(0—2)2+ (0 + 1)2+ (5—3)2=3

Vektor AB =(-1, 2,-2) avektorAC=(-2,1, 2).

242—-4
3.3

Uhel « vektort AB a AC je: cosx = = g =0. «=90°. Vektory jsou

kolmé.

Nyni zavedeme pojem linearni nezavislosti bodl v E,, .

Méjme body Py, Py, ..., P, ( r+1 bod(). Tyto body jsou pro r > 1 linearné
nezavislé prave kdyz vektory PoP; , PoP,, ... PgP; jsou linedrné nezavislé. Jediny
bod P je linearné nezavisly a dva body Py, P, jsou téZ linedrné nezavislé.

Pfiklad: Jsou dany body Po=[1,0,0,0],P,=[0,1,0,0],P,=[0,0,1,0] zE,4.
Jsou tyto body zavislé nebo nezavislé?

Sestrojime vektory PP, =P;—Py =(-1, 1,0, 0)

POPZ = PZ - PO = (_11 OI 11 0) .
Tyto dva vektory jsou linearné nezavislé, a proto body Py, P, , P, jsou téz
linedrné nezavislé.

Pokud jsou utvorené vektory linedrné zavislé, jsou body téz zavislé. Lze dokazat,
ze linedrni zavislost a nezavislost bod(i nezélezi na jejich ocislovani, tj. na jejich
poradi.

Jsou-li body Py, P4, ..., P, linearné zavislé, pak alespon jeden z nich lIze vyjadrit
jako linedrni kombinaci ostatnich (stejné jako u vektord) a vynechame-li ze
skupiny nezdvislych bodd néjaké body, jsou zbylé body opét linedrné nezavislé
(opét stejné jako u vektor).
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Méjme r+1 linedrné nezavislych bodl Py, Py, ...., P, VE,, r <n. Pak tyto body
vytvareji v E, linearni bodovy podprostor dimenze r tvaru

X=Pg+ <PyP;, PPy, ... ,PoP, >. Vektory vlomenych zavorkach vytvareji
smérovy modul tohoto podprostoru. Smérovy modul je linearnim vektorovym
prostorem dimenze r.

8.2. Pfimka arovinavE,
MnozZina vSech bodul X € E,, uréenych dvéma linearné nezavislymi body

Ao, A; € E, tak,Ze X=Ag+<A;—A;>, neboli X =Ag+ (A;—Ap).t,tER,se
nazyva primka v prostoru E, . Vektor S=A; — A, je smérovy vektor primky a
jeX=Ag+S.t,teR. Cislot se nazyva parametr, bod A, je poéateéni bod.
Linearni vektorovy podprostor dimenze 1 v E, urCeny bazi < A;—Ay> se nazyva
smeérovy modul primky.

Kazdé hodnoté t odpovida jeden bod pfimky. Pro t = 0 dostaneme pocatecni
bod Ay, prot € <0, 1> dostaneme body usecky AgA; , prot > 1 dostavame
body poloprimky AgA; za bodem A; a pro t < 0 dostaneme body pfimky pred
bodem A, .

Uvedena rovnice pfimky se nazyva vektorova rovnice primky. Ve volbé
pocatecniho bodu je libovlle — Cili je vektorovych rovnic jedné primky
nekonecné mnoho. Vektorovou rovnici lze prepsat na n parametrickych
skalarnich rovnic, které tvori parametricky systém primky.

Priklad: NapiSme parametricky systém pro primku p uréenou dvéma body
A=[3,1,7,2] aB=[4,2,5,1] vE,.
Vektorova rovnice pfimky je X=A+ (B-A).t ,t € R. Vektor B-A=(1, 1, -2, -1).

Rovnici rozepiSeme po slozkach: x;=3+t, x;= 1+t , x3=7-2t, x;=2-1
a uvedené Ctyfi rovnice tvori hledany parametricky systém primky p.

Priklad: Rozhodnéme, zda bod D = [1, 0O, 1, 1] lezi na prfimce p z minulého
prikladu.

MozZnosti feseni jsou dvé.
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1zpUsob : LeZi-li bod na pfimce p, dostaneme jeho souradnice tak, Ze

k pocatecnimu bodu A pricteme smérovy vektor nasobeny vhodnym
parametrem t. Tedy zpétné — po dosazeni bodu D do pfimky musime dostat ze
vSech rovnic stejnou hodnotu parametru t.

Provedme dosazeni: 1=3+t,0=1-t,1=7-2t,1=2-t. Z prvnirovnice
dostavame, Ze t =-2, ze druhé rovnice je t=1, a je jasné, Ze bod D na pfimce
p nelezi.

2.zplsob (mnohem lepsi pro bodové prostory vétsi dimenze) : LeZi-li bod D na
primce p musi byt vektor D-A linedrni kombinaci vektor(l ze smérového modulu
primky p. Vektor modulu je jen jeden, tedy musi byt vektor D-A jeho
nasobkem.

Ale vektor modulu je S =(1, -1, -2, -1) a vektor D-A = (-2, -1, -6, -1) neni
nasobkem vektoru S. Bod D tedy nelezi na primce p.

MnozZina vSech bod{ uréena tfemi nezavislymi body Ag, Ay, A; € E, tak, Ze
X = Ao +< A1 - Ao ) Az _AO > nebOIi X = Ao + (A]_ _Ao).t1+ (Az - Ao).tz ’

kde t;, t; € Rajsou nezdvislé se nazyva rovina v E, . Rovina je linedrni bodovy
prostor dimenze 2 v E,,, ma dva smérové vektory, dva na sobé nezavislé
parametry a jeji smérovy modul je sloZzen ze dvou linedrné nezavislych vektord
a tvofi linearni vektorovy podprostor dimenze 2 vE, .

Pfiklad: NapiSme parametricky system roviny p € E5, dané bodem
A=[1,2,63,-2,5] arovnobéiné s vektory A; =(1,2,0,3,6)aA,=(2,0,7,-1, 3).

Vektorova rovnice roviny p je X=A + A;.t; + A,.t, . Tuto rovnici rozepiseme
po slozkach a dostaneme parametricky systém roviny p :

X1=1+t1+2t2,X2=2+2t1,X3=3+7t2,X4='2+3t1—t2,X5=516t1+3t2 .
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Priklad: Je danarovinap: X=1[-1,1,2]+ (2,3,1).t;+(-1,0, 3).t;
Zjistéme, zda body H=[5, 1, -2] , K=1[6, 7, -5] leziv roviné p .

Bylo by mozné body postupné dosadit do levych stran rovnic a fesit tyto
soustavy rovnic o dvou neznamych t; a t, . Pokud bychom dostali dvojici
parametr(, ktera by soustavu resila, lezel by bod v roviné.

Ale provedeme feSeni elegantnéji. Pokud vektor H-A, (resp. K-A) leZi v roviné
p, lezi tam i bod H (resp.K). Dimenze smérového modulu roviny se rovna
dvéma. Pokud vektor H-A (resp.K-A) lezi v roviné p, je na smérovych vektorech
zavisly, tudiz hodnost matice sestavend ze smérovych vektor( a vektoru H-A
(resp.K-A) bude mit opét hodnost dvé. Pokud vektor H-A (resp.K-A) v roviné p
nelezi, bude mit matice hodnost tfi a bod H (resp.K) v roviné p nelezi.

Tato Uvaha vede pouze na vypocet hodnosti matice, misto feSeni soustav
rovnic.

Provedme pro bod H : Matice je tvaru

2 3 1 2 3 1 2 3 1
(—1 0 3>~<0 3 7>~(0 3 7>.I\/Iatice ma hodnost tfi,

6 0 —4 0o -9 -7 0 0 14
vektor H-A je na smérovych vektorech nezavisly, tedy bod H nelezi v roviné p.

Provedeme pro bod K : Matice je tvaru
2 3 1 2 3 1 2 3 1
-1 0 3]~10 3 7 |~10 3 7].Hodnost matice je dve.
7 6 =7 0 -9 =21 0 0 O

Vektor K-A je na smérovych vektorech zavisly, tedy bod K € p .

Priklad: Ur¢eme vzajemnou polohu pfimek v prostoru E, .
X=[1,1,1,1]+(1,2,3,4).ta¥=[2101]+(3,0,1,2).t,tER.

Primky v E; mohou byt bud' totozné, rovnobéiné, riznobéiné nebo
mimobéziné. Okamzité vidime, Ze nejsou totoZné ani rovnobézné, to by totiz
smérovy vektor druhé pfimky musel byt ndsobkem smérového vektoru prvé
primky. Jsou tedy bud rdznobéziné nebo mimobézné. Rlznobézné jsou
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v pripadé, Ze maiji prusecik, tedy Ze lezi v jedné roviné. Vytvofime matici

z vektor( S, , S, a vektoru vytvoreného z pocatecnich bod(i obou pfimek.
Zjistime jeji hodnost. Bude-li hodnost dvé, jsou pfimky rliznobéziné a maji
prisecik, ktery bychom spocitali ze soustavy rovnic ziskané z parametrickych
systémU obou pfimek. Bude-li hodnost tfi, jsou pfimky mimobézné.

Provedme: Matice je tvaru

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

3 0 1 2|~10 -6 -8 —-10)~1|0 6 8 10 ].Hodnost

1 0 -1 0 0 -2 -4 -4 0O 0 —4 -2
matice je tfi. Pfimky jsou tedy mimobéziné a nemaji Zzadny prusecik.
Vektorovou rovnici primky a roviny lze zapsat v ponékud jiném tvaru. Rovnici
primky X = Ag + (A; — Ag).t Ize téZ prepsat jako X=Aq.(1-t) +A;.t, neboli
X=t.Ap+t,.A;, kde t; +t,=1. Ma-li bod lezet na Usecce ApA;, musi navic
jesté platitt; >0 at, >0, nebot t €<0, 1>, a tak dostavame vlastné

konvexni linedrni kombinaci bodG Ag, A; . Cili konvexni linedrni kombinace
dvou bodl Ap, A; vytvareji Usecku ohrani¢enou témito dvéma body.

Podobné vektorovou rovnici roviny Ize napsat po roznasobeni ve tvaru
X= Ao + At — A0t1 + At, — A0t2 , tJ X= 21A0 + 2,A; + 23A2 ) kde 21 = 1- t.—t,

z,=t;, z3=t,.Tedyz, +2, +z3 = 1. Pfidame-li k tomu jeSté podminku
nezdpornosti pro z;, z, , z3 dostdvame konvexni linearni kombinace bodi Ay,
A; a A, aty vytvareji vnitrek trojuhelnika s vrcholy v bodech Ag, A, , A, véetné
hrani¢nich usecek.

8.3. Pricka mimobézek v E;

Prickou mimobézek P=A+<S;> a Q= B+<S,> rozumime kazdou primku
R =C+ < W>, ktera obé mimobézky protina. Budeme hledat pficku bud ve
sméru vektoru W nebo prochazejici bodem C.

Pricka ve sméru vektoru W existuje jednoznacné, pokud W je nezavisly na
vektorech S; aS,, (neleZi tedy v jejich linedrnim obalu).
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Pokud ovérime, Ze pfimky jsou skutecné mimobézné a vektor W je na jejich
smérovych vektorech nezavisly, najdeme pricku tak, Ze sestrojime rovinu

p=A+<S;, W> a najdeme jeji prasecik C s pfimkou Q . Hledana pficka je pak
R=C+<W>.

Pokud vektor W leZi v ortogonalnim doplriiku vektord S, , S, , a tedy je k obéma
smérovym vektorim kolmy, je nalezenad pricka nejkratsi prickou mimobézek, a
Ize pomoci ni najit vzdalenost téchto mimobézek.

Vzddlenost se nalezne tak, Ze najdeme prisecik D mimobézky R =C + <W>
s mimobéZzkou P, a vzddlenost bodl C a D je pak hledanou vzddlenosti
mimobézek.

Nyni hledejme pricku mimobézek prochazejici bodem C, ktery nelezi na zadné
z nich. Pricka existuje jednoznacné, pokud vektory C-A a C-B nelezi v linedrnim
obalu vektor( S; a S, . Pokud ovéfime tuto podminku, najdeme pfricku tak, Ze
sestrojime rovinu p = A + <S; , C-A>, najdeme jeji prisecik D s mimobézkou Q,
a hledana pricka je pak R=C+<C-D>.

Ptiklad: Najdéme nejkratsi pricku mimobézek P =[6, 3,-3]+<(-3,2,4)> a
Q-=1[-1,-7,4] +<(-3, 3, 8)> a uréeme vzdalenost téchto mimobézek.

Nejprve ovérime, Ze primky jsou skute¢né mimobeézky (provedte sami). Dale
najdeme ortogondlni doplnék vektor( (-3, 2, 4) a (-3, 3, 8), cozZ je vektor

(4,12, -3) . Sestrojime rovinu p = [6, 3, -3] +<(-3, 2, 4), (4, 12, -3)> a feSime jeji
prasecik s pfimkou Q :

6—3t; +4t, =-1- 3t;
3+2t;+12t,=-7 + 3t3
-3 +4t; — 3t, = 4 + 8t;. Tento prusecik je [-1, -7, 4] .
Hledana pricka je tedy R=[-1,-7,4] +< (4, 12, -3)>.

Nyni najdeme jeji prisecik s pfimkou P :
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je -1+4t;, =6-3t,
-7+12t1=3+2t2

4-3t; =-3+4t, , aodtudje prisecikD=[3,5,1].

Vzdalenost mimobéZek P a Q je pak vzdalenost bodti CD =+/16 + 144 + 9 =13

8.4. Linedrni bodovy podprostor dimenze h vE,

Linearni bodovy prostor dimenze h < n je v E, uréen h+1 linearné nezavislymi
body Ag, Ay, ..., Aha matvar X = Ag + <A;-Aq, A; —Ay,...,Ap-Ap>. Ma tedy h
smérovych vektorl, smérovy modul je linedrni podprostor dimenze hvE, a
parametricky systém ma h parametra.

Priklad : NapiSme vektorovou rovnici a parametricky systém linearniho
bodového prostoru uréeného body Ag=1[1,0, 2,-1,3],A;=[0,3,1,0, -2],

AZ= [_1r 1; OI 3; 2] ’ A3 = [11 2; 3; _11 0] \ E5 .
Sestrojme vektory A;-Ag=(-1,3,-1,1,-5), A-Ap=(-2,1,-2,4,-1),
As-A,=(0,2,1,0,-3). Zjistime, jestli jsou vektory nezavislé:
-1 3 -1 1 -5 -1 3 -1 1 -5
-2 1 -2 4 -1~ 0 =5 0 2 9]~
0 2 1 0 -3 0 2 1 0 -3

-1 3 -1 1 -5
~{ 0 =5 0 2 9 a vidime, ze vektory jsou nezavislé. Smérovy
0 0 5 4 3

modul ma dimenzi 3. Linedrni bodovy prostor ma tedy dimenzi 3 a je
X=1[1,0, 2,-1,3] +<(-1,3,-1, 1,-5),(-2,1,-2,4.-1),(0,2,1,0,-3)> .
Parametricky systém je pak

Xi=1-t;-2t,, % =3t +t, + 2t3, x3=2—-t; -2, + 45, xs = -1 + t; + 41,

Xg = 3 '5t1 -t - 3t3
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Ptiklad: Uréeme vzajemnou polohu podprostoru
X:=[5,6,2,6]+<(1,2,2,1),(2,3,-1,3)> a
XZ = [4; 11 41 1] +< (3; 11 21 _2)1 (_11 _1r 1/ 1) >.

Je vidét, Ze se jednd o dvé roviny. Najdeme si dimenzi spojeni obou smérovych

1 2 2 1 1 2 2 1
modulli z matice 2 3 -1 3| _ [0 -1 -5 1) _
3 1 2 =2 0 —5 —4 -_&
-1 -1 1 1 0 1 3 5
1 2 2 1
0 1 5 _1 idi 4 . . . v
- 0 0 21 -10 a vidime, Ze hodnost matice je rovna ¢tyrem.
0 0 -2 3

Roviny tedy nejsou rovnobézné. Mimobézné nemohou byt téz, jelikoz vektor
vytvoreny z pocatecnich bod( jiz nemUzZe dale hodnost zvysit. Roviny jsou tedy
riznobézné. Dimenze priniku smérovych modull je 4 —4 =0. To znamena, Ze
roviny se protinaji v jediném bodé, ktery bychom spocitali jako jediné reseni
soustavy Ctyr rovnic o ¢tyrech neznamych s regularni matici hodnosti Ctyfi.

8.5. Nadrovina, vzdalenost bodu od nadroviny

Linedrni bodovy podprostor dimenze n-1 uréeny n nezavislymi body Ag, A1,
...,An1 Se nazyva nadrovina. Jeji vektorova rovnice je

X = Ao +< Al_AO ) AZ_AO ) ey An-l_ Ao > neboli
X =Ag+ (A1 —Ap).t: + ... + (An1 — Ag).th1 , kde tq, ..., t,.1 jsou nezavislé a lezi v R.

Nadrovina ma tedy ve vektorové rovnici n-1 linearné nezavislych smérovych
vektor( a n-1 parametrd. Smérovy modul nadroviny ma dimenzi n-1.

Pro nadrovinu existuje téZ obecna rovnice tvaru a;x; +a)x; +...+aXx,+b =0,
kde alespon jedno a; je rlizné od nuly. Koeficienty a; , a5, ..., a, jsou slozkami
normalového vektoru N = (a;, a,, ..., a,). Normalovy vektor je kolmy ke vSem
smérovym vektor(im nadroviny, tedy k celému smérovému modulu nadroviny.
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LeZi proto v ortogonalnim doplnku tohoto smérového modulu a ortogonalni
doplnék ma dimenzi 1. Obecna rovnice nadroviny je uréena jednoznacné aZz na
nasobek skalarem.

Pfimka je nadrovinou v prostoru E,, Cili ma v tomto prostoru obecnou rovnici.
Rovina je nadrovinou v prostoru E; .

Dvé nadroviny jsou linearné zavislé (rovnobéziné), jsou-li jejich normalové
vektory linearné zavislé. Dvé nadroviny jsou linedrné nezavislé (riznobéziné ),
jsou-li jejich normalové vektory linedrné nezavislé.

Uhel dvou nadrovin je Ghel jejich normalovych vektorl. Vzdalenost bodu
P[x4, ..., X;,] od nadroviny je dana vzorcem

_ |alx1+---+ anxn+b|
IN]|

Priklad: Ur¢eme vzdalenost bodu P =[1, 1, -2, 3] od nadroviny v E; , kterd ma
rovnici 2x;+X;,—X3—4x,—5 =0.

|21+1.1-1.(-2)-43-5| 12 _6v22
VA+1+1+16 TV22 0 11

Staci dosadit do vzorce: v =

Priklad: NapiSme rovnici nadroviny v E; prochazejici bodem A=[3,0,2,0] a
kolmé k pfimce p: X =[2,0,2,-1]+<(1,-4,7,2)>

Je zfejmé, Ze smérovy vektor primky musi byt normalovym vektorem
nadroviny. Nadrovina ma tedy obecnou rovnici x; -4x,+ 7x3 +2x, + b = 0.

Cislo b ur¢ime tak, aby bod A leZel v nadroving, to znamend, aby vyhovoval
rovnici nadroviny. Dosadme tedy bod A do rovnice a dostavame

2-0+14-2+b=0,aodtud jeb=-14 . Rovnice nadroviny je tedy

X1_4X2+7X3 + 2X4_ 14 =0
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Priklad: Najdéme obecnou rovnici nadroviny v E; ktera je dana vektorovée
X = [21 _11 3/ 5] +< (3) 0, 71 -5)1 (21 11 O) 4)' (11 1; 11 0) >.

Normalovy vektor musi leZet v ortogonalnim dopliiku smérového modulu.

1 11 0

Najdéme tedy ortogonalni doplnék pomoci matice (2 1 0 4> , kterou
3 0 7 =5

nejprve upravime na Gaussuav tvar.

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
Je (2 1 0 4) ~ (O -1 -2 4) ~ (O 1 2 —4 ) . Pro
3 0 7 =5 0 -3 4 -5 O 0 10 -17

vektor ortogonalniho dopliiku tvaru W= (x, y, z, 1) musi platit 10z—17 =0,

odtud z = % . Vezméme tedy radéji jeho desetinasobek, a to vektor

(x,y, 17, 10). Dale musi platity + 34 —40 =0, to znamen3, Ze y = 6. Nyni
mame vektor (x, 6, 17, 10) a musi platit x + 6+ 17 =0. Je tedy x=-23.

Bazicky vektor ortogonalniho dopliiku je W= (-23, 6, 17, 10) a rovnice
nadroviny je tvaru 23x; - 6x,—17x3 + 10x, + b = 0. Cislo b uréime dosazenim
pocatecniho bodu [2, -1, 3, 5] do rovnice nadroviny, jelikoz v ni lezi a musi tedy
rovnici vyhovovat. Je 23.2-6.(-1)-17.3+10.5+b =0, a odtud je b =-51.

Obecna rovnice nadroviny je tedy 23x; —6x, —17x3+ 10x,—51 =0 .

8.6. Bodovy podprostor urceny soustavou linearnich rovnic

Linearni bodovy podprostor dimenze h < n-1 nem(ze byt vyjadfen v E, jedinou
obecnou rovnici, ale lze ho vyjadfit soustavou obecnych rovnic, neboli
soustavou nadrovin.

Priklad: Méjme soustavu 3 rovnic o tfech neznamych
X, + 2X2 —X3= 6
X1 —Xy; + X3 = 2

2X1 + X5 =8 . Redenim této soustavy, jejiz matice soustavy ma hodnost 2,
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10—x 2Xa+4
dostaneme vektor X = ( . 2, ;

,X3),Xx3ER. (Vyreste sami.)

v . 10 1 2 4 ‘.
Ozname x3 =t aje pak x1=?-§t,x2=§+§t,x3=t, teR,cozje

rovnice pfimky. Nase pfimka je tedy v Ez uréena soustavou obecnych rovnic tfi
nadrovin, z nichZ dveé jsou linedrné nezavislé.

Obecné lze fici: Povazujeme-li nezndmé v soustavé linedrnich rovnic za
souradnice bodu, potom fesitelna soustava linedrnich rovnic definuje v E,
linearni bodovy podprostor, jehoZ dimenze je rovna poctu parametr(
vysledného vektoru reseni.

Redeni pfislusné homogenni soustavy vytvaii smérovy modul tohoto linearniho
bodového prostoru a jedno feSeni nehomogenni soustavy poskytuje pocatecni
bod Ap, to znamena, Ze predstavuje posunuti smérového modulu ve sméru
radiusvektoru A-0 .

Priklad: Najdéme vektorovou rovnici linearniho bodového podprostoruv E,,
ktery je dan soustavou obecnych rovnic

X1 =Xy +X3—Xg4 =2
Xo+4X3+X%,=3

Normalové vektory obou nadrovin, které soustava predstavuje, jsou linearné
nezavislé, neboli feSeni ma dva parametry. Soustava tedy urcuje rovinu v E, .
VyreSenim soustavy bychom ziskali parametricky systém této roviny. Jina
moznost je najit ortogonalni doplnék k podprostoru uréenému dvéma
normalovymi vektory, a tak ziskat smérovy modul roviny, a poté uhodnout
jedno feseni soustavy a vzit ho jako pocatecni bod pro vektorovou rovnici
roviny. Provedeme to timto druhym zptsobem:

Matice sestavena z obou normadlovych vektort je, jak vidime, pfimo

v Gaussove tvaru ((1) _1 411 _i) .

Bazické vektory ortogonalniho doplnku jsou dva, predpokladame je ve tvaru
(x,y,1,0) a(x,y, 0, 1). Pro prvni vektor je y+4 =0, neboliy=-4,adaleje
x+4 +1 =0, tedy x = -5. Prvni vektor ortogonalniho doplrnku je vektor

W; =( -5, -4, 1, 0). Druhy vektor vytvofime podobné. Jey + 1 =0, tedy y = -1.
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Dale je

x+1-1=0,tedy x =0. TakZe druhy vektor dopliiku je W5 =(0,-1,0,1).
Nyni uhodneme jedno Feseni soustavy rovnic, je to napfiklad bod [0, O, 1, -1].
A jiz mUZeme napsat vektorovou rovnici naseho podprostoru. Je to

X= [O; Or 11 _1] +< (-51 _41 1/ 0); (O; _1r Or 1)>

Obecné plati, Ze parametrické vyjadreni linedrniho bodového podprostoru
dimenze h v E, lze prevést na n-h nezavislych linearnich rovnic o n neznamych,
které se nazyvaji obecné rovnice linearniho bodového podprostoru dimenze h
v E, . Tyto obecné rovnice predstavuji systém nadrovin v E, .

Proto, jak vime, je pfimka jako podprostor dimenze 1 uréena v E3; dvéma
nezavislymi rovnicemi rovin. Tyto roviny jsou prostory dimenze 2, tedy jsou to
nadroviny v E3 .

Priklad: Najdéme obecné rovnice linearniho bodového podprostoru v E,
daného vektorové

X=[1,1,1,1]+<(5, 4 -22.-11), (5, -29, 11, 22>

Normalové vektory obecnych rovnic lezi v ortogondlnim dopliku podprostoru
urceného smérovymi vektory. Najdeme tedy ortogonalni doplnék pomoci

5 4 =22 -11
5 =29 11 22

o R A e ]

matice ( ) , kterou upravime na GaussUv tvar.

Ortogonalni doplnék ma dva bazické vektory, které budeme predpokladat ve
tvaru(x,y,1,0)a(x,y,0, 1), ¢imZ je zajisténa jejich nezavislost. Pro prvni
vektor plati -y+1=0,tedyy=1 adale5x+4-22=0, tedyjex=%

Po vyndsobeni vektoru péti dostdvame prvni bazicky vektor ortogonalniho
doplriku ve tvaru Wit =( 18,5, 5, 0).

Stejnym zplsobem vytvofime druhy vektor dopliiku. Je -y +1 =0, tedy je
y=1.
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Daleje 5x+4-11=0,tedy x = g a po vynasobeni péti dostdvame druhy vektor

ortogonadlniho doplnku ve tvaru WZJ' =(7,5,0,5). Obecné rovnice linedrniho
bodového podprostoru jsou tedy

18x; +5x, +5x3+ b1 =0 a 7x;+5%x, +5x,+b,=0 .

Cisla by a b, uréime pomoci dosazeni po¢ateéniho bodu, ktery musi vyhovovat
obéma rovnicim.

Je 18+5+5+b; =0 ,tedy b;=-28. Dileje7+5+5+b,=0,tedyb,=-17.
Vysledna soustava obecnych rovnic je tedy

18x; +5x, +5x35—28 = 0

0.

7X1 + 5%, + 5x,—17
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9.kapitola

Konvexni mnozina, simplex

9.1. Konvexni mnozina, konvexni polyédr

MnoZina m C E, se nazyva konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body A, B, kde
A # B, obsahuje téz vSechny body Usecky AB . MnoZinu prazdnou a mnoZzinu
jednobodovou pocitame téz mezi konvexni mnoziny.

Z minulé kapitoly jiz vime, Ze Usecku lze zapsat jako konvexni linearni kombinaci
jejich krajnich bod(l. Tedy usecku AB Ize zapsat jako X =t;A +t,B, kde t;, t, =0
a tl + tz =1.

Priklad: Ukazme, Ze mnozZina m popsana soustavou nerovnosti

X;—2X1 <0, 2X;— X1 = 0, X1.X, < 2 neni konvexni.

V mnoziné m zfejmé lezi body A=[1,2]aB=[2,1] (nakreslete siobrazek).
Stred usecky AB ma souradnice S = [% ,%] . Tento bod vyhovuje prvni i druhé

. oy . bw g 9 . v
nerovnosti, ale nevyhovuje treti nerovnosti, nebot Cislo , nenimensi nebo

rovno dvéma. Stred Usecky AB tedy nelezi v mnoziné m a mnozina m tedy neni
konvexni.

Plati, Ze pranik libovolného systému konvexnich mnozin je konvexni mnozZina.

Je-lim C E, konvexni mnozinaa Py, Py, ..., P, jsou libovolné body mnoziny m,
pak kazda konvexni linedrni kombinace téchto bodl opét lezi v mnoziné m .

Méjme nyni libovolnou podmnozinu m € E, . Prinik vSech konvexnich
podmnozin prostoru E, , které obsahuji mnozinu m, se nazyva konvexni obal
mnoziny m. Tento konvexni obal je mnoZina vSech konvexnich linearnich
kombinaci kone¢nych poctd bodl z mnoziny m a znacime ho K(m ).
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Méjme mnozinu m. Hranic¢ni bod této mnoziny je takovy bod, v jehoz
libovolném okoli leZi jak body z mnoZiny m, tak body z doplfiku mnoZiny m v E,
Obsahuje-li mnoZina vSechny své hrani¢ni body, nazyva se uzaviena mnozina.
Dale fikame, Ze mnoZina m je v E, omezena, jestlize mnoZina m je celd
obsazena v néjakém okoli bodu 0 =[0, O, ..., 0].

Konvexni mnoziny mohou byt uzaviené nebo oteviené, omezené nebo
neomezené. Pfikladem uzaviené konvexni mnoZiny je napfr. kruh véetné své
hrani¢ni kruZnice, k oteviené mnoZiné pak hrani¢ni kruznice nepatti. Obé tyto
mnoZiny jsou ovsiem omezené. Prikladem neomezené konvexni mnoziny je
napr. uhel tvoreny dvéma polopfimkami — mlze byt bud oteviena (bez ramen
Uhlu) nebo uzaviena.

Bod A konvexni mnoZiny m se nazyva vrchol (krajni bod, extremalni bod),
jestlize neexistuje usecka CD, C, D € m ,jejimz by byl vnitfnim bodem, tedy bod
A nelze vyjadfitve tvaru A=t,C+t,D,t;+t,=1,t;,t,=0.

Tedy napt. uzaviena mnoZzina tvaru kruhu ma nekone¢né mnoho krajnich bodd,
uzavrena mnozina tvaru trojuhelnika ma 3 krajni body.

Pro konvexni uzavrenou a ohranicenou mnozinu m plati, ze konvexni obal
mnoziny jejich krajnich bodu je roven m.

Uvazujme konvexni mnoziny m; a m,, které jsou tvoreny nadrovinou v E, .
Nadrovina rozdéli E, na dvé ¢asti, které jsou obé konvexni neomezené bez
vrcholl. Nazyvaji se poloprostory a mohou byt oteviené nebo uzaviené. Jsou
popsany tak, Ze v rovnici nadroviny zménime rovnost na nerovnost. Hranic
(nerovnosti) ve formé nadrovin v E, lze vzit nékolik, kazda vytvori dva
poloprostory, z nichZ jeden vybereme podle typu nerovnosti, a vzhledem k
tomu, Ze prunik systému konvexnich mnoZzin je opét konvexni mnozina,
dostaneme bud’ konvexni mnoZinu s kone¢nym poctem krajnich bod( nebo
konvexni prazdnou mnozinu.

Neprazdna, uzavrena ,ohranic¢enda, konvexni mnozina s konecnym poctem
krajnich bodl se nazyva konvexni polyédr. Konvexni polyédr ma vzdy alespon
jeden krajni bod a vSechny jeho body Ize vyjadrit jako konvexni linearni
kombinaci krajnich bod.
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Plati, Ze konvexni obal jakékoli mnoziny m bodu v E,, je konvexni polyédr,
ktery ma nejvyse m krajnich boda.

Ptiklad: PopiSme v E; konvexni obal bod(
Al= [11 1] ’ AZ= [31 0] 1A3 =[4I 2] IA4= [21 4] ’ A5= [21 2]

Najdeme si nadroviny (ptfimky) uréené vhodnymi dvojicemi bodU (nakreslete si
obrazek).

Jep121X1+2X2'3=0 , p23:2X1—X2—6=0, p34:X1+X2-6=0,
p41:3X1—X2‘2=O.

Snadno nyni zjistime, ze konvexni polyédr, ktery je konvexnim obalem danych
bodl, je dan soustavou nerovnic

X1+2x,—-3=0
2X1—%—-6<0
X1+X%X-6<0

3X1—%,-2=0.

Body A;, A, , Az a A; jsou jeho krajni body (vrcholy), bod As lezZi v polyédru, ale
neni jeho krajnim bodem.

Bod, ktery je prlinikem n linedrné nezavislych hranic konvexni mnoziny m se
nazyva pseudovrchol. Kazdy krajni bod konvexni mnoziny m je pseudovrchol,
ale ne kazdy pseudovrchol je krajnim bodem (vrcholem) konvexni mnoziny m.

Ptiklad: Ovérme, Ze mnozina bodu v E, popsand danou soustavou nerovnosti je
konvexni polyédr, a najdéme vsechny jeho vrcholy a pseudovrcholy.

2X1 =% =220, x1+x,-72=20, x;+4x,—-10=0,

X1 —2%X,—-10<0, 2x; +5x,—38 <0.

-85 -



Nahradime nerovnosti rovnicemi, tak dostaneme 5 pfimek p; aZz ps a hleddme
jejich vzajemné priseciky. Oznacme P;; prisecik pfimek p; a p; . Dostavame
celkem 10 prisecikd (spoctéte sami), tj. 10 pseudovrchold, a to:

P, =[3, 4] P,3 =6, 1] P34 =[10, O] Pss =[14, 2]
Pi3=1[2, 2] Py =8, -1] P35 = [34, -6]

Pia=1[-2, -6] Pys =[-1, 8]

Pis =[4, 6]

Kdyz si nakreslime obrazek, vidime, Ze vrcholy konvexniho polyédru jsou body
P12, P23, P3s, Pssa Pys.

(Kdybychom si nenakreslili obrazek, museli bychom postupné dosazovat
ziskané pseudovrcholy do nerovnic, a ten, ktery by vSem vyhovoval, by byl
vrcholem. Ovérte vrcholy i timto z(sobem).

9.2. Simplex, barycentrické souradnice

Méjme mnozinu bodl Py, P4, ..., P, EE, a necht tyto body jsou linearné
nezavislé. Potom uzavienou mnozinu vsech jejich konvexnich linearnich
kombinaci

X=YI_oAP; , kde Yi—oA; =1, A; =0 provsechnai=0,1,..,r
nazyvame r- dimenzionalni simplex S™ VE,.

Body Py, P4, ..., P, se nazyvaji vrcholy simplexu a realné koeficienty A, jsou
barycentrické soufadnice bodu X. Kazdych s+1 bod(, s+1 <r, uruje s -
rozmérny simplex, ktery se nazyva s —rozmérna sténa simplexu S'.

Simplex je ziejmé specialni konvexni polyédr tvoreny konvexnim obalem
linedrné nezavislych bodda.

Takové body jsou v E; dva — simplex je tedy Usecka, v E; jsou nezavislé body tfi,
tedy se jedna o trojuhelnik , v E; jsou nezavislé body ¢tyri — simplex je tedy
Ctyrstén.

Konvexni mnozina zvana simplex ma velky vyznam v teorii linearniho
programovani uzivaného v ekonomickych aplikacich.
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Ptiklad: Rozhodnéme, zda body Py =1(2,2,0,0],P,=10,0,2,0],P,=10,0,0, 2]
P;:=[1,0,1,0] a P,=10, -1, -1, 0] jsou vrcholy simplexu.

Tyto body jsou vrcholy ¢tyfrozmérného simplexu, pokud jsou linearné
nezavislé. Zjistime pomoci matice sestavené ze Ctyr vektorl tvaru P;— Py,

-2 =2 2 0 1 2 -1 0
. o -2 =2 0 2 0 2 0 0
i=1, ..., 4. Matice je tvaru 1 - 1 0 0 2 -2 2
-2 -3 -1 0 0 1 -3 0

1 2 -1 0 1 2 -1 0

01 -3 0 01 -3 0 L X i
~lo o 6 ol lo o 6 o Hodnost je Ctyri, body jsou

0O 0 4 2 0O 0 0 12

linedrné nezavislé, tedy jsou to vrcholy simplexu.

Ptiklad : a) Zjistéme, kolik stén ma simplex z minulého ptikladu.

b) NapiSme vektorovou rovnici jeho stény ur¢ené body Py, P3, P, .

c) Zjistéme, zda body A=[0,-1,1,0]aB= [Z ,% ,% , 0] leZi uvnitf simplexu.
Pokud ano, najdéme jejich barycentrické souradnice.

Redme a). Simplex md 5 vrchold — vrchol povaZujeme za 0-dimenzionalni sténu.
Dale ma tolik jednodimenziondlnich stén, kolikrat mdzeme vybrat dva body

=10, je tedy 10

(5—-2)!2!

z péti, coz je kombinacni ¢islo pét nad dvéma. To je
jednodimenzionalnich stén.
Pét nad dvéma je rovno péti nad tremi, tedy je téZ 10 dvoudimenzionalnich

stén. Tridimenzionalnich stén je pét nad ¢tyrmi, a to je 5. Celkem ma tedy nas
simplex 30 stén.

b) Vektorova rovnice stény PgPsP, (cozZ je trojuhelnik) je urcena pocatec¢nim
bodem Py a vektory (P3-Pg) a (Ps—Pg) . Je tedy tvaru

X=1[2,2,0,0]+<(-1,-2,1,0), (-2,-3, -1, 0)>, kde parametry t,€< 0,1 >,
tZE<O,1>)

Zabyvejme se nejprve bodem A. Linearni kombinaci, jejimz vysledkem ma byt
bod A, si rozepiSme po slozkach a pridejme podminku, Ze soucet koeficientl ma
byt roven jedné. Dostavame soustavu
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O=ZA.0+A.3, -1=2).0—A.4 ’ 1=211+).3—A.4’0=2}\.2, )\.1+A.2+A.3+A4=1.

Okamizité vidime, Ze A, = 0. Pro ostatni nezndmé si napiSeme rozsifenou matici

2 01 0] O 1 1 1 1] 1
soustavy. Je 2 00 -1j=1}_ (0 2 1 -1 1}_
o 2 1 —1f 1 0 —2 -1 —2[-2
111 111 0 -2 -2 -3I-3
11 1 1|1
0 2 1 -1 1 v vy e wa L. ,
00 0 -3|l—1]3povymene tretiho a Ctvrtého radku je matice
0 0 -1 —4|-2

N . . 1 . s
soustavy v Gaussoveé tvaru. Provedme zpétny chod: Je A4 = SZe tretiho radku.

Dale ze Ctvrtého radku dostaneme Az= 2 - 444, to je % . Ze druhého radku
dostaneme 2A1 =1 - A3 + A4, to znamena, ze A1= g . Z prvniho radku nam

pak ale vyjde Ao =1 - % - g - % a to je Cislo zaporné. Bod A tedy neni bodem

simplexu a jeho barycentrické souradnice vzhledem k simplexu neexistuji.

TotéZ provedeme rychleji pro bod B: Po napsani prislusnych rovnic
zjistime, Ze Az je opé€t rovno nule a pro ostatni neznamé si sestavime
roz$ifenou matici soustavy. Tentokrat je

111 1)1 1 1 1 1| 1
2 0 1 o098} [0 -2 -1 -2(-7/8
0 2 1 -11/8 0o 2 1 -1|1/8
2 0 0 -113/4 0 -2 -2 -3|-5/4
1 1 1 1] 1
0 2 1 2]|7/8 - . 1,
0 0 0 -3l-3/4] Zpétnym chodem dostavameM—4,dale
0o 0 -1 -11-3/8
3.1_1 pialei 7z 1 1r1_1 _1
Ag—g-Z—B—.Dale]e 2)\1—8 5 2—4,atedy11—8.
Nakonecjedo =1 - % - % - % = i . VSechny koeficienty jsou tedy nezaporné a

jejich soucet je jedna, tedy bod B je bodem simplexu.

Jeho barycentrické souradnice, které udavaji jeho polohu vzhledem
1,1 1

k vrchollim simplexu, jsou po radé (%, 3 0, 3 Z) .
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KAPITOLA 10

KVADRATICKE FORMY

10.1. Matice kvadratické formy, klasifikace kvadratickych forem
Necht C je ¢tvercovd matice fadu n, C = (c;) . Kvadratickou formou
n proménnych x; , X, , ..., X, s koeficienty c; nazyvame funkci

_\'n n _ 2 2
Q(X]_,Xz,...,xn) = li=1 Zj=1 Cij xl'x]' = C11 X1 + C1oX1 Xy + ... + C1n XX, + Co1 XX, + C 22X

+ ...+ CpXoX, + C31X3Xq + ... + C3pX3X, + ... + Cnnx.,zl
Lze vytknout
X1 (C11X1 + C12Xo + voo + C1oXn ) + X2 ( Co1Xq + oo + ConXp ) + oo + Xp (CraXe + oo + ConXy )

a lze pak psat

C11 . Cin X1
Q(Xl,XZI-"IXn) = (Xll X2, weey Xn) : : : = XCXT .
Cni o Cnun/ \Xn

Pozor, vysledkem je Cislo!
Je tedy Q(X) = XCX" .

Matice C je matice kvadratické formy. Danou matici je forma uréena
jednoznacné.

Ale naopak rGzné ¢tvercové matice mohou urcovat tutéz formu napr.

C= (; Z) , k ni transponovana €' = (; i) a matice D = (% 2) urcuji tutéz

formu, protoze je
Qc(X1,X2) =x2 + 5X1X; + 3%,X1 + 4x2 = x2 + 8x1X, + 4x2 a stejné jsou po Upravé i
formy QCT aQp.

Abychom tuto nejednoznacnost odstranili, pracujeme se symetrickymi
maticemi. Ke kazdé formé lze priradit jedinou symetrickou matici. NasSe forma

ma symetrickou matici S = (}L i) .
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Klasifikace kvadratickych forem:
Kvadraticka forma se nazyva

a) pozitivné definitni, je-li XCX" > 0 pro véechny vektory X€ V,, riizné od
nulového vektoru, pro nulovy vektor je rovna nule

b) negativné definitni, je-li XCX"< 0 pro véechny vektory X€ V, rdizné od
nulového vektoru, pro nulovy vektor je rovna nule

c) pozitivné semidefinitni, je-li XCX'> 0 pro véechna X€V,
d) negativné semidefinitni, je —li XCX'< 0 pro véechna X€eV,

e) indefinitni, je-li pro nékteré vektory z V,, nezdporna a pro jiné nekladna.

Toto nazvoslovi se prenasi i na souvisejici symetrické matice. Je zrejmé, ze je-li
matice C pozitivné definitni, je matice —C negativné definitni, je-li matice C
pozitivné semidefinitni, je =C negativné semidefinitni, a naopak.

Priklad: Uréeme typ definitnosti matic C= (g i) a C-= G 1) :

PFisludnd forma Qc(xq, X, ) = 2X7 + 2X1%, + 2XoXy + X3 = 2x2 + 4x;x, + 4x3 =
2
2(x2 + 2x1%) + 2x3 ) = 2(X2 + 2XyXp + X2) + 2%2 = 2(x1 + X,)° + 2x2

Jetedy Q¢(X) =0prox, =0 a prox; =-x; =0, tedy pouze pro nulovy vektor.
Matice C je pozitivné definitni.

2
Qe = X2 + XX + XoXg + X5 = X2 + 2 Xo + X5 = (Xp + X3 )7 .

Je tedy Q¢; = 0 pro x; = -X,, a tomuto vztahu vyhovuje nekonec¢né mnoho
nenulovych vektord. Forma Qg je tedy pozitivné semidefinitni, jelikoz zaporna
byt nikdy nem{ze.

-90-



Podobnym zplsobem, ktery jsme pouZili v pfikladu, tedy doplfiovanim na uplné
Ctverce, pracuje tak zvana Lagrangeova metoda pro zjistovani typu definitnosti
kvadratickych forem a matic.

My se zameérime na metodu jinou, ktera pouziva vlastnich Cisel symetrickych
matic, jez, jak jiz vime, jsou vzdy realnd, a geometricka nasobnost je vzdy rovna
aritmetické nasobnosti, neboli pro libovolnou symetrickou matici existuje
Jordanav kanonicky tvar.

10.2. Kanonicky tvar kvadratické formy, signatura kvadratické formy

Realna symetricka matice je pozitivné definitni pravé kdyz jsou vSechna jeji
vlastni Cisla kladna, negativné definitni prave kdyz jsou vSechna jeji vlastni Cisla
zaporna, pozitivné semidefinitni pravé kdyz jsou jeji vlastni Cisla kladna a
alespon jedno je rovno nule, negativné semidefinitni pravé kdyz jsou jeji vlastni
Cisla zaporna a alespon jedno je rovno nule, a indefinitni, pravé kdyz ma jak
kladna tak zaporna vlastni Cisla.

PFislusna forma ma pak stejnou definitnost.

Priklad: Urceme definitnost matice S = (é 3)

Najdeme charakteristickou rovnici: (1-A)(9-A) -9 = 0 a feSime ji. Dostavame

A*-104=0, tedy A; = 10, A2 = 0. Matice je tedy pozitivné semidefinitni a
prislusna kvadraticka forma téz.

Vime, Ze kazda symetrickd matice ma Jordantiv kanonicky tvar, na jehoz
diagonale jsou vlastni ¢isla a vSude jinde nuly. Lze tedy kaZzdou formu
prevést na tvar sloZzeny pouze z kvadratii, u nichz jsou jako koeficienty
vlastni Cisla. Napr. naSe matice S z vySe uvedeného prikladu ma kanonicky

10 O) a prislu$na forma v kanonickém tvaruje Q = 10x2.

tvar]=(0 0

Tento kanonicky tvar dostaneme, jak znamo, podobnostni transformaci
s matici vlastnich vektorii.
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Baze, neboli geometricky soustava souradnic, vzhledem k niz ma
kvadraticka forma tvar Q(x1,Xz,...Xn) = A1xZ + ...+ Anx2 , se nazyva polarni
baze. Jejim hleddnim se nebudeme zabyvat.

DalSi charakteristikou, kterou pro kvadratické formy zavadime, je signatura
kvadratické formy. Je to usporadana dvojice Cisel (p,r), kde p je pocet
kladnych a r je pocet zapornych vlastnich Cisel. (Nékdy je téZ signatura
zavadéna jako trojice Cisel, pricemz treti ¢islo v poradi explicitné udava
pocet nulovych vlastnich cisel).

Tedy pozitivné definitni kvadraticka forma o n proménnych ma signaturu
(n,0), negativné definitni forma ma signaturu (0, n), pozitivné semidefinitni
forma ma signaturu (p, 0), kde p<n, negativné semidefinitni forma ma
signaturu (0, r), kde r< n, a konec¢né indefinitni kvadraticka forma ma
signaturu (p, r), kde p>0,r>0, p+r<n.

Signatura matice S z vySe uvedeného prikladu je (1, 0).

10.3. Sylvestrovo kritérium pro urc¢ovani definitnosti matic

Zaved'me nejprve pojem hlavni submatice. Méjme ¢tvercovou matici

a1 - Qqp

A= ( P ) Hlavni submatici této matice rozumime takovou
An1 - Qpn

submatici, u niZ diagonalni prvky zlistavaji v diagonale. Tedy

6

pro matici A = jsou hlavnimi submaticemi napr. matice

1
6

s . (38 1\ 346
(23),231,(131
5 16 \3 1 6

Hlavni minory (hlavni subdeterminanty) ¢tvercové matice jsou
determinanty prislusné hlavnim submaticim, které zacinaji v levém hornim
rohu a nemaji vynechané radky. Tedy nase matice A ma ¢tyri hlavni minory
— posledni z nich je pfimo determinant prislusny k matici A.

3 4
2 8
1 3
3 1

UGN W
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Jsou to:

31 4 6

3 1 3 1 4 2 3 8 1

detA1=|3|,detAz=|2 3|, detAs=|2 3 8 detAs=7 o T
1 2 3

35 1 6

A nyni vyslovme Sylvestrovo kritérium:

Symetricka matice je

a) pozitivné definitni, pravé kdyZ jsou vSechny jeji hlavni minory kladné,
b) negativné definitni, je-li prvni minor zaporny a dalsi stfidaji znaménka,

c) indefinitni, neni-li Zddny hlavni minor roven nule, a pfitom neplati a) a b).

Pro semidefinitni matice obdoba Sylvestrova kritéria neexistuje. Pokud jsou
nékteré hlavni minory nulové, nelze kritérium pouZit a je tfeba zjistit
definitnost matice na zakladé vlastnich cisel.

Piiklad: UrCeme definitnost kvadratické formy

Q(x1, X2, X3) = 2x7 + 4x1X2 - 2X1X3 + x5 + 3x5 .

2 2 -1
Symetricka matice je tvaruS=< 2 1 0>. Jeji hlavni minory jsou
-1 0 3
5 9 2 2 -1
detAi=2, detho=|> 7|=-2, detAs=|2 1 o|=-7.
2 1 -1 0 3

Zadny hlavni minor neni nulovy a neplati ani a) ani b), tedy se jedna o
indefinitni matici S a tedy o indefinitni kvadratickou formu.
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Priklad: UrCeme definitnost kvadratické formy

Q(x1, X2, X3) = x¥ + 6X1X2 — 4x1X3 + 9x5 — 12X2x3 + 4xZ .

1 3 =2
Prislusna symetricka matice je S = ( 3 9 —6> :
-2 -6 4
detA;1 =1, detAz = |§ g| = 0. Sylvestrovo kriterium nelze pouZit.

Pomoci charakteristické rovnice zjistime tedy vlastni ¢isla,(proved’te sami).
JelikoZ jsou A1 = A2 =0, A3 =14, jsou matice S a piislusna kvadraticka
forma pozitivné semidefinitni.
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